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08 لة هباج ) 
میں 0 
۱ دروس ویّاری:محلولة بالتمصيل 
حلول لجميع تمارين الكتاب المدرسي 
حلول مفضلة لتَمارين نموذجية 
حلول مفصلة لنماذج البكالوريا 
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الرياضيات 


Mathématiques 


حلول لجميع تمارين الكتاب المدرسي 
و نماذج للبكالوريا 


الجزء الأول 


السنة 6 ثانوي 


تقني رياضي ‏ رياضيات ‏ علوم تجريبية 


يسرني أن أتقدم بهذه السلسلة لطلبتنا الأعزاء في المرحلة الثانویة لكل الشعب 
العلمية منها و التكنولوجية . 


+ محتوى هذه السلسلة ينطبق على البرنامج الرسمي الجديد المقرر من طرف 
وزارة التربية الوطنية . 


- يشمل هذا الجزء من السلسلة على خمسة محاور من البرنامج : 
ا الإستدلال بالتراجع 

ال النھایات و الإستمرارية 

ا القسمة في ,2 

الا الجداء السلمي 

8# المستقیمات و المستويات في الفضاء 


- يعالج الكتاب الدروس النظرية معالجة.تامة و قد حرصت على أن أضع لكل فكرة 

- كما حرصت أن أعالج في نهاية كل درس » مجموعة تطبيقات للتصحيح الذاتسي 
محلولة بالتفصيل التي تعطي نظرة شاملة للدرس . 

- كما حرصت أن أعالج في نهاية كل محور ء مجموعة نماذج بكالوريا محلولة بالتفصيل 
التي تساعد للتحضير لإمتحان البكالوريا و مختلف المسابقات . 


آملا بهذا المجهود المتواضع أن أكون قد وفقت في عملي . 


هباج جمال 
لصواني وهيب 
الهاتف : 81 52 26 0773 


سلسلة هباج 


1 الإستدلال بالتراجع ٠‏ 


مبدأ الإستدلال بالتراجع 
لتكن (7)0 خاصية متعلقة بالعدد الطبيعي 2 
و لیکن 20 عدد طبيعي كيفي ۔ 
للبرهان على أن الخاصية (7)0 صحیحة من أجل كل عدد طبيعي 1 حيث 20 < 3 . يكفي أن نتبع الخطوات التالية : 
1 نتأكد من صحة الخاصية من أجل n= no‏ أي P(no)‏ 
2 - نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي 2 أكبر تماما من 10 ونبرهن صحة هذه الخاصية من أجل 1 + 
أي (1 + ممم 
ال 1 
لنثبت أن من أجل كل عدد طبيعي 2 فان العدد 2 +"4 مضاعف 3 
۱ 1 
لاحظ أن 0< مھ لان نريد إثبات الخاصية من أجل کل عدد طبيعي والخاصية المطلوبة هي : العدد 2 مضاعف 3 
طریقة الحل : 
نستعمل الاستدلال بالتراجع كما يلي : 
1 لنتأكد أن الخاصية صحيحة من أجل 0 > م 
هل العدد 2 + 4 مضاعف 3 ؟ 
لدينا 3 = 2 + 1= 4+2 إذن : فعلا العدد 2 +4 مضاعف 3 
و عليه الخاصية صحيحة من أجل 0=" 
2 - لنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل 0 < 2 
أي : العدد 2 + "4 مضاعف 3 (فرضية التراجع) 
لنبرهن أن العدد 2 + "4 مضاعف 3 
لدینا : 2 +48 x‏ 4 =2 + ا ۳ے 
2 +ھمرروہنیے 
x 4"+ 2‏ 3ے "4 = 
"4 ×3 + (2 +"4) = 
لكن حسب فرضية التراجع فإن العدد 2 + "4 مضاعف 3 أي يوجد عدد طبيعي ء٤1‏ يحقق 12 3 - 2 + "4 
منه : 344950 +ع3 -2 ب ا ٣‏ 
أي : 45 + )k‏ 3ے 2+ ۳ھ 
نضع 8 "4 + ) حيث © عدد طبيعي 
ابی مت وس اہ 
منه : العدد 2 + "4 مضاعف 3 
أي : الخاصية صحیحة من أجل 1 + ى 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي ١‏ العدد 2 +"4 مضاعف 3 
شال - 2 
أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي چو فان العدد "2 + ا٭327 مضاعف 7 
آلحسلائ 2 
باستعمال الاستدلال بالتراج 
1 سے هل العدد 422 320 مات 617 
أذينا. : 7 = کو دس 772001202 ستاعف 5 
إذن اع 320113429 ا ع 7 
2 للفرض! أن" الد 2 3 اع رن أجل 0 ن 
هل العذد 2 + 1+ 260+1 مسج کے 
لدینا: 2112 2 22 ے 2+(1+ ماج 0 201و 
تو پر + 32*1 × 2و - 


2م 2+ 2ور 9 د 
6ے و ا رک 
وپ E‏ و ھی رھ 
20و بر 7 22 و 326417 × 2= 
سو 7 ضر + 23 = 
لکن حسب فرضیة التراجع فان العدد 277 + "3 مضاعف7 
أي RR Doy‏ وا 
3 2و x‏ 7 + 0ا20 ے 2+(0+1)و ب 1+(320+1 
201و +1 2-702 
7 + ع[ 2 =£ حيث € عدد طبيعي ٠‏ 
إذن : 7 ے 2+(0+1)وں۔ 1+(20+1و 
أي : یر 205*192 + 3207171 مضاعف 7 ٠‏ 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 1 > العدد 27*2 + "3 مضاعف 7 
ملاحظة : في بعض الحالات لاثبات صحة خاصية نستعمل الاستدلال بالتراجع مرتين . 


التمرین - 1 
برهن أن من أجل كل عدد طبيعي م لدينا : 
5611 اہ +وء ع +0+1 
الحل - 1 
1 من أجل 0 = 1 المجموع م + ... +0+1+2+3 يساوي 0 (2 ينطبق على 0 ) 
و( E)‏ إذن : الخاضية محققة من أجل 7-0 
n(n + 1( 2 1‏ 
2 لنفرض أن : و کے کا من أجل 0 <" 
COED 7‏ د ركم جو دوجو ؟ 
لدينا : (1 +م)+ 200 > (1+م)+ھ+...+1+2+3 
لأن حسب فرضية التراجع 29002 ۳ 
ان : TODOS)‏ ا 
)1+1+2( _ 
2 
(1[+1+م(ا+مے 
2 
منه : الخاصية محققة من أجل 1 +2 
n(n + 1)‏ 


نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 1 TETER‏ 


التمرین د 2 
برهن أن من أجل كل عدد طبيعي ھ فإن : 
)1 + ھ 12+ Bn‏ 2 ہے +32 +22 +02+12 


6 
2 


سلسلة هباج 
الس كد 
1- من أجل 2-0 المجموع م + ... + 12+22 + 07 يساوي 0 (8 ينطبق على0) 


0- مكلت لطا لان 0 >8 إذن الخاصية محققة من أجل 0 =۸" 


(1 +ه 1(2 + ما _2 


2 قوش افك ِ م+ ... + 02+12+22 من أجل 0 <م 
1 +(1 +م1()26 +1 +من(1+ 
(n+D+1) 7‏ پک 2 تكد ان بت قم 
لدينا : وی پور وص ممتھد د نر اریت بج تربع + عن 


6 
لان حسب فرضية التراجع : لطا سر 0 +02+12 
کرت ور 
منة: _ [(1+)+ ED‏ رہم - )1 O + 12+22 +... ++ (a+‏ 
2n0+n+6n+6‏ 
۰ 6 
2+6 20۳+7 
ك (1+م) = 
(n+1)‏ 


9٤0ف‏ نه += لان : 6م 7+ تم @n+3)a+2)=2‏ 
(n+1)2n+2+1)(n+1 +1)‏ 2 


=(n+1) 


6 
D@(n+1)+ 1)‏ +1+"ّ(1 جم _ 
6 
إذن : الخاصیة صحيحة من أجل 1 +7 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 فإن : 
n(n +1)2n +1)‏ 
التمرين - 3 6 
برهن أن من أجل كل عدد طبيعي ۾ فإن : 02222 


= تم + ... + 22 +12 +02 


د + .... + 23 + 03+13 


4 02 

1 من أجل 58-0 المجموع : تمع .... + 23+ 13 +02 يساوي 0 لان ينطبق على 0 . 
ر۱ 0 سد رسس کت 

2ح نفرض أن + اللخ هاه جربب من أجل 0 < م 
ہل : اھ - +( بی + مت من 3 
لدینا : 17+م)+ 00 کا E‏ 


2 2 
لان سبمبرخدور ج اتھل ھی تو کر جن 
n(n + 1)‏ 


إذن : 1(2 + 1()۸ +ه + = 1(3 +م) + +.... +0+41+23 


- a+ (E+ n+ | 


کے ےا 


3 


2+64 1 


4 


> +ھ)‎ 22 
= 1 ہتخت‎ 
(n E ) 4 


ا 


رر +I (n+1+‏ _ 
4 
إذن : الخاصية محققة من أجل 1 + 2 


ات بت تا رر + n(n‏ ے ثم + .... +23 +3 +03 
التمرین - 4 4 
برهن أن من أجل كل عدد طبيعي 1 ء العدد 1 - "23 مضاعف 7 
1 ے4 
1 من أجل 0< : 1-1-1-0 - 270 و 0 مضاعف 7 
إذن : الخاصية محققة من أجل 0 >7 
2 فر أن السد 22-1 مضاعف 7 من أجل 0< 


هل 2000-1 مضا 7 ؟ 

23610 ]-230+3 7 : لدینا‎ 
2-2021 
=8 x 2-1 


x2" 1‏ )7+1( = 
x 2 + 2-1‏ 7 = 
لکن حسب فرضية التراجع فإن العدد 1 --"27 مضاعف 7 
أي يوجد عدد طبيعي 1٤‏ حیث Tk‏ 2252 
منه : 1 7 +230 x‏ 7= 1 23010 
10 سیت 
7= حيث )+ ٤۴228‏ 
إذن الخاصية صحيحة من أجل 1 +2 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي ۸ فإن 1 - "2 مضاعف 7 


التمرين - 5 
أثبت بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي م فان 3735-1 مضاعف 8 
الخل - 5 


1 من أجل 2-0 : 39-1-1-1-0 و 0 مضاعف 8 
إذن : الخاصية محققة من أجل 0 = ۸ 
2 نفرض أن 1 ”3 مضاعف 8 من أجل 1<0 
هل 10-1 +26 مضاعف 8؟ . 
لدینا : او یف 
3-1 32ے 
اکس x‏ 9= 
x× 3-1‏ (1 + 8( = 
31 + "3 × 8 = 
لکن حسب فرضية التراجع فإن 1 ”3 مضاعف 8 
أي يوجد عدد طبيعي ع1 حیث )8= 1-”3 
7 7 وت 
+62 8 = 
© 8 = حيث ) + "3= £ 
إذن : الخاصية ضحيحة من أجل 1+ ۸ 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي ١‏ فإن 1 -"32 مضاعف 8. 


سلسلة هباج 


التمرین = 6 
هل الخاصية : من أجل كل عدد طبيعي م : 2٭229 - "3 مضاعف 7 صحيحة ؟ 
1 57 
رد ہن 1 =2 _ 1و 220+2 _ 320+1 
لکن (1 -) لیس مضاعف 7 
إذن : الخاصية ليست صحيحة من أجل 0 =۸" 
نتيجة : الخاصية 227*2 -322*1 مضاعف 7 من أجل كل عدد طبيعي 2 ليست صحيحة . 
التمرین - 7 
لتكن (0) الخاصية : 2 +« يقبل القسمة على 3 . 
هل الخاصية (7)0 صحيحة من أجل كل عدد طبيعي م ؟. 
المل- 7 
ورن دم وا ا ا مایا 
من أجل 0= 1 : 0 -(2)0 +0 و 0 یقبل القسمة على 3 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 0 >1 
2 نفرض أن : 22 +" يقبل القسمة على 3 من أجل 0< 
هل (1 +266 +(1 + م) يقبل القسمة على 3 ؟. 
لدينا : ]2 +1(2 + (n + 1)[(n‏ = )1 + م2 + "1 +م) 
(n+1)(2+2n+1 +2)‏ = 
=n +2n7+3n+n+2n+3‏ 
=p +3n+3n +2n+3‏ 
+n+ 1)‏ 2+30 +تو۔ 
لکن : حسب فرضية التراجع فإن 5 2 +" يقبل القسمة على 3 
أي : يوجد عدد طبيعي 1 يحقق 1 3 -ج 2 + نم 
منه : (1 +م+ 30 + 3- (1 +م)2 +17 +م) 
3(k + n +n+1)‏ = 
© 3 حیث 1 + م+ €=k+ p7‏ 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 1 +1 
نتيجة : الخاصية 0 2 +" يقبل القسمة على 3 صحيحة من أجل كل عدد طبيعي 2 
التمرين = 8 
1 أثبت أن إذا وجد عدد طبيعي 8 حيث 9 يقسم 1 + "10 فإن 9 يقسم 1 + !*”10 
2 هل من أجل كل عدد طبيعي د : 1+ "10 مضاعف 9 ؟ 
الحل 8 
1 ليكن 1+ "10 قابل للقسمة على 9 
أي : يوجد عدد طبيعي ء٤1‏ حيث ع1 9 = 1 + "10 
لدينا : 1+ x10"‏ 10 =1 +102 
x10" +1‏ )9+1( = 
9x10" +10" +1‏ = 
x10" +9 k‏ 9 
k)‏ +"9(10 = 
= حيث )+ "10=£ 
إذن : العدد 1 + '”*"10 مضاعف 9 
أي 9 يقسم العدد 1+" "10 
2 لاحظ ان : من أجل 0-0 فان 2> 10+1 و اکن 2 ليس مضاعف 9 2 
إذن : الخاصية ليست محققة من أجل 0 > 72 
و عليه : العدد 1 + "10 ليس مضاعف 9 من أجل كل عدد طبيعي 2 . 
2 
لتكن المتتالية (,)) المعرفة ب : 4 >-منا و ملا [> ربملا 
1 - أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم د فان 1< منا 


لان م91 > 1 + ”10 


5 


سلسلة هباج 

2 أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ه فإن ‏ < ک ربولا 
الحل ‏ 9 
1 مهن أجل 1= 1: 4-2[ - مال = uı‏ 

بما أن 1 < 2 فإن 1< رتا إذن : الخاصية محققة من أجل 1 >2 

نفرض أن 1 < ہنا امن أجل 1<1 

هل 1<إبونا ؟ 

الدينا: Un‏ لہ > رجملا :0 

لکن : 1 < ہا إذن حسب خواص الحصر فإن 1ل < fun‏ أي 1 < مت لج 


منه  :‏ 1 < بون أي الخاصية محققة من أجل 1 + 1 


ادم 


نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 فإن 1 < ملا 
2 من أجل 1 >5 لدينا ربرلا > رجملا 
ہے 
(u‏ = 
EF‏ 


ہما أن 2<3 فان کے كين أي الخاصية صحیحة من أجل 1 = 1 
نفرض أن کے ک بن من أجل 1 <۸ 


ک Un‏ ؟ 
لدينا : رجونا ل > رجررجمنا 


3 > رر حسب فرضية التراجع . 
إذن 5 ,), 
3 
2 
3 


> اجررجمنا [لاحظ ان فد ) 


منه © الخاصية ضحيحة من أجل 1 +28 : 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 فإن ‏ < ک إجولا 
التمرين ‏ 10 
(,0) متتالية معرفة على ١‏ ب 3 - ون و من أجل كل عدد طبيعي « فإن من +6 = 1+ 
أثبت أن المتتالية (,نا) ثابتة ۔ 
الحل ‏ 10 
تكون المتتالية (,ا) ثابتة إذا و فقط إذا تحقق أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 5 فإن ونا > ملا 
إذن : لنبرهن صحة الخاصية من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم : . .ونا = ملا 
باستعمال الاستدلال بالتراجع كما يلي : 
1 من أجل 1 -2 لدینا : uı = | 6 + uo‏ 
6+3 
9= 
3= 
إذن : ونا = 3= رن منه الخاصية محققة من أجل 1 = 1 
2 نفرض أن 3 = رں= ولا من أجل 1 <2 
هل 3> ونا = Un‏ ؟ 
ا 


لدينا : و + 6 ]= u1‏ 
لکن حسب فرضية التراجع 3 = متا < ملا 
انت 3 ول = 3+ N6‏ = ربونا 
منه : 3= ونا = ربولا أي الخاصية صحيحة من أجل 1 +1 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 5 فإن 3 > = منا 
منه : المتتالية (م1ا) ثابتة و کل حدودها تساوي 3 
التمرين ‏ 11 
نضع )1+ 1( t=1x2+2x<3+3x4+...+ n‏ 
1 أخسبا 6 یا :وا یا 
2 برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم × + (2+ 1()0 + ه) مدل = 
الحل ب 11 
ا 1 2= tı =1 x2‏ 
t=1x2+2x<3=8‏ 
t =1 x2+2x3+3 x×4=20‏ 
x2+2 x3 + 3 x4 +4 ×5 = 0‏ ]= ها 
۔۔ الإستدلال بالتراجع : 
7 سام 1 >0 لدينا 0(2 -(0+2 (1+م ہے و 2= 
: الخاصية محققة من أجل 1 >1 


7 5 )2+ 1)0 + مم Û‏ دما من أجل 1 <م 


هل )1+2+ wı = Û (a+ Dn +1+ (a‏ ؟ 


tı حت‎ 1 x<2+2x<3+...+n(n +1) + (n + 1)(n¬ + 2) : لدینا‎ 
= t + (n+ 1)(n +2) 


(2+ 1)2 +ئ) + (2 + 1()۸ + ون لل = حسب فرضية التراجع (2+ 1)۸ +0 م 2 - 


98 (6+2) n+ 0 


(1+2+ 1(۵ +1 + مرا +6 

إذن : الخاصية صحيحة من أجل 1 +2 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ه فان (2 + 1()0 +208 
التمرين ‏ 12 
من أجل كل عدد طبيعي ×× حيث 2 < م نضع : 

2 مرو Sa =1 +2 x2 +3 x2? + 4 x 23+ .... + (n‏ 
برهن أن من أجل كل عدد طبيعي 2 حيث 1<2 فإن : 

n- 1) ×2"‏ 4) +1- 2+1 سم کور -أه) = 
انل 12 
لظ لن 00125 nx2-‏ 3 >2 یپ( و 
و جو کو عدو وروی کو DD‏ رر تن 
إذن : "1(2 -م1) +1 9 "172 -( 


1 
3 


منه : يكفي إثبات أن 1+"1(*2-م = ,5 بالتراجع كما يلي : 
من أجل 2=م: 8-1 


وک 22-1 × 32-1( +1 


إذن : الخاصية محققة من أجل 7-2 


n 


سلسلة هباج 
لنقرض. أن 2م 5 سكل 5-2 


07 ٭× (ر-ا+مڈ) +حہم8؟ 


ہیں+ !25 عدج +252 ری + .31224 +2 21+ 1 > Sn‏ 
م 2 n x‏ جرو- 


او x2" +n x‏ (1 )+1 - مقار اتا 


کو عزج + "2 277 دورج 1 ع 
وا 2 =I‏ 
7و ےار ربچ ڑے 


×× (ر ۔(ا+م6ی)+1۔ 
إذن : الخاصیة صحيحة من أجل 1 +2 
نتيجة : نن أجل كل رعدد طبيعي 2 حیث 1<2 فان 27×( ) +1درع 
التمرين ‏ 13 
الرمز ! 8 يقرأ عاملي م حيث x „xn‏ 3× 2× 1- !م من أجل 0 < م 
1 1 -!0 من أجل 2-0 
برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2ه فإن : 
1 -!(1+ه )حامس »اس + .... +!3» 2+3 1+2 
الحل ب 13 
من أجل 2-1 لدينا : 1=2-1=1-!1=2-!)1+1( 
إذن : الخاصية محققة من أجل 1 = ۸ 
نفرض: أن :0۳۷1(1311) > (01) ص+ .31 <.3 +21 ×1+2 
حل x2! +3 × 31+ .... n(n!) + (n+ 1)(n + 1)! = (n + 1+ 1(!-1 ٠:‏ 2 +1؟ 
لدينا !)1 + x2! +3 x3! + .... + n(n!) + (n + 1(n + 1)! = [(n + 1)! - 1] + (n+ 1)(n‏ 1+2 
1۔ =(n+D!(1F+FA F1)‏ 
(n+ 1)! (n+2)-1‏ = 
(n +2)! -1‏ = 
=(n+1+1)!-1‏ 
إذن : الخاصية محققة من أجل 1 +1 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 : 
x2! +3 x 3! +... + n(n!) = (n + 1(! - 1‏ 1+2 


فی 18 
برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ا » حرج n!‏ 
الحل - 14 

من أجل 1 <0 لدينا 1!=1 


اوت 27 
إذن : الخاصية محققة من أجل ëef‏ 
النفرض أن. "2< !2 من أجل 1 <1 
هل 25*12 < !(1 +م) أي هل "2 <!(5+1) 
لدينا (1) 2 < !و حسب فرضية التراجع .. 
OF‏ .. 1<2+ه الأن 1<م 
بضرب المتباينتين (1) و (2) طرف لطرف تحصل على ٠‏ 2× ""1(<2 + )!۸ 
أي "2 < !(1 +6) 


منه الخاصية صحيحة من أجل 1 +2 
تتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 غير معدوم : E‏ 
8 


التمرين ‏ 15 ٭ متباينة برنولي “ 
۾ عدد حقيقي موجب تماما . 


1- برهن أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ه فإن : 2 ه+ 1 < "(2 +1) 


2 استنتج أن إذا كان 1< فان + - "5ن lim‏ 
المل ب 15 م + جد 
1 الاستدلال بالتراجع : 
مق اق A‏ دارو نل قزرو إن 
و ]+#*na=1 +a‏ 


إذن : +n‏ 1= "(1+2) . أي الخاصية صحيكة من اجِل "2-1 


نفرض أن 28+ 1 < "(ة+1) من أجل 1<" 


هل 1(8+ه)+1< (1+a)™‏ ؟ 
أي هل n 2+ a‏ +1 < 4"( +1) ؟ 


لدينا حسب فرضیة التراجع : 828+ 1< "(1+2) 7 و E‏ 


نضرب طرفي هذه المتباينة في نفس العدد الحقيقي الموجب ( + 1) فنحصل على : 


)1+ a)(1 + 2" < (1 + n a)(1 + aj 
1+a™">1+na+a+na” آي‎ 


na >0 لأن‎ 1+na+a+naz>1+na+a لکن‎ 


إذن : (1+a™">z1+na+a‏ 
أي : الخاصية محققة من أجل 1 +72 


نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 : 52+ 1 < "(2+ 1) 
2 إذا كان 1 < 4 فإن يوجد عدد حقيقي موجب تماما 8 حيث 2+ 1 -> 0 


منه  :‏ "(1+82)-1و 
لكن 1+8 < "2 +1) 
أي : 1+8 < "و 


با lim 1+na=+m‏ و jli q">1+na‏ ھo+=" q‏ ھنا 


n> + مہ‎ 
16  نيرمتلا‎ 


n+ +o 


(,0) متتالية معرفة ب 2 =رن و من أجل كل عدد طبيعي × : 3 - ولا 2 = اونا 


U5; U4; U5; 2; أحسب إنا‎ - 1 


2 - استنتج عبارة رن - 3 بدلالة 8 ثم برهن صحتها بالتراجع . 


3 استنتج عبارة ,ىا بدلالة .م 


الحل ‏ 16 
1= 3- )2(2 = 3 -منا 2 > رلا 
3 -(2)1 > 3 - رن 2 > ينا 
5 - =3 (1-)3=2- 2= ونا 
3-- 3-(5-)2 - 3 - ونا 2 > جنا 
u4 - 3 = 2)-13( - 3 - - 9‏ 2 > ولا 
تہ لاحظ أن ”7 


B= 5-4-2‏ کاو 
45-28-23 وَحَين 5 
4و 16 > 3+13 - ينا - 3 
u 32932 =2‏ 3 
نستنتج أن "2 = ملا - 3 
لنبرهن هذه الخاصية بالتراجع : 


لدينا الخاصية محققة من أجل 0 > 2 و10 >5 و2=م و3->5 و4 ًم وn=5‏ 
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| نفرض أن "2 - ونا - 3 من أجل 5<ھ 
هل 1 
تدینا : )3 - un+ı =3 - (2 un‏ - 3 
ونا 2 - 6 = 
(منا - 2(3 = 
"2 > 2= لان "2 = ونا - 3 حسب فرضية التراجع 
و ے 
إذن : الخاصیة صحيحة من أجل 1 +12 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 فان "2 > ,نا - 3 
3 - لدینا : من أجل كل عدد طبيعي 2 : "2 = ملا - 3 إذن 1 3ک وت 
التمرين ‏ 17 
من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم « نضع : (1 -ه 2) + .... + 7+ 5 + 1+3 - م5 


1-أصب ر8 : وہ8 ; 83 ; 84 
2 - استنتج عبارة ,8 بدلالة و ثم برهن عن صحتها بالتراجع . 
3 - برهن عن صحة عبارة ,8 السابقة باستعمال قانون مجموع حدود متتابعة من متتالية حسابية . 


ES ez 
2 2+ 220 1 1 و لجل 1 دي ا‎ 
ر8‎ ٠12 نز 1 8 لاحظ آ3‎ 
2n-1=22)-1=3 : من أجل 2= 1 لدينا‎ 
82 =2 اد 4= 1+3= 8 لاحظ أن‎ 
2n-1=268)-1=5 : من ایل 3 1 لدينا‎ 
و8‎ -32 ١ إذن وے و + 3+ 1= وق الاحظ أن‎ 
2n-1=2(4)-1=7 : من أجل 4 = م لدینا‎ 


إذن : $4=1+3+5+7=16 لاحظ أن 4= 84 
2 نلاحظ أن من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم 2 : ٥”‏ = م5 
لنبرهن صحة هذه الخاصية بالتراجع ۔ 
” الخاصية صحيحة من أجل 1 >2 , 22ر : 3و : 1=4 
” نفرض أن 22 = ,5 من أجل 4 < 2 
ھدں )1+( = بره 
لدينا : )10-1 C+‏ + (21م2) +ے.+ 1+3+5 > Sm‏ 
2+1+:855 
1 +0 2+ 2م = الأن 2 >5 حسب فرضية التراجع 
(n+1)‏ - 
إذن : الخاصية محققة من أجل 1 +11 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 فان 02 = ,5 
a‏ جا ا ا یا 
لاحظ أن ,8 هو مجموع حدود متتابعة من متتالية حسابية حدها الأول 1 و أساسها 2 لتكن (,نا) هذه المتتالية . 


نضع : 1= را 
إذن : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 فان  :‏ (1 - 2)8 + 1 > ملا 
1 أي : =2n-1‏ ملا 
منه : و لمكتل - ر وروی +1+3+9 حيث 1 هو عدد الحدود 
ا ترد و هك - 1ع 2+ . + 3+5 1 
أي : 0> ,8 و هو المطلوب . 
التمرين = 18 


(,ا) متتالية معرفة ب 80-1 و من أجل كل عدد طبيعي × : 2+ ,نا = إجمنا 
(؟) متتالية معرفة ب 70-1 و من أجل كل عدد طبيعي 1 : وم۷ + ملا > إجولا 
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1 - عبرعن ,نا بدلالة 2 
2 - برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي م : م + 1= و۷ 
الحل - 18 
1 لدينا : 2 + ہلا = ربولا إذن حسب التعريف  )00(‏ متتالية حسابية أساسها 2 و حدها الأول 1 > رتا إذن : 5 2 + 1 > ونا 
2 لنبرهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي 5 : ”+ 1 کول 
7 من أجل0 -2: 02-1 + 1= + 1 و 70-1 إذن الخاصية محققة من أجل .0.>-.72 
71 لنفرض أن م + 1 = و۷ من أجل 0< 
هل ٭ز(1+)+1عریں ؟ 
لدینا : ۴۷ Un‏ > إجولا 


2 2 7 تی 

کو ای جا ہے کان اکن rot.‏ 

(1+ور2+ثیب+رے 1+7 = و۷ حسب فرضية التراجع 
04+12 + 1= 


إذن : الخاصية صحيحة من أجل 1 +2 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 فان ”+ 1 = ملا 
التمرين ‏ 19 
(من) متتالية معرفة ب 80-1 ومن أجل كل عدد طبيعي 1 : 2+ un‏ |= يبوت 
برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي « : 2 > مدا ک0 
الحل ‏ 19 
من أجل 0 >8 لدينا : 52 0>1 أي 100:52 ک٥‏ 
منه الخاصية صحيحة من أجل 0= 2 
من أجل 1 >2 : 2-3 + ون ]جد رن 
یما آن 2> 0>0[3:قإن 05012 
منه الخاصية صحيحة من أجل 1 >1 
نفرض أن 2> من ک٥‏ من أجل 8/1 
هل 2 ک يمنا ك5 0 ؟ 
لدينا 2 > ہا > 0 إذن : 242+2 n+‏ 0+2 

أي : 4 >2 + ونا > 2 


أي 2530+2>۷4ل 


أي ا 
أي : 2 ك٥‏ لان 0>2 


نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 فإن : 2 > منا > 0 
التمرين -20 
م دالة كثير حدود معرفة على ۸ ب لخدت 1 م 1 B=‏ 


1 - تحقق أن من أجل كل عدد حقيقي ×  :‏ ”×= لچم - (1 + »)م 
2 برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي 22 ا 
3 - برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي و : خم + ... + 32 +22 +12 = (1 + هم 


الحل -20 
1 لیکن 1 € × 
لدينا : ا ل - 1 1١]‏ جم 2 إ۵ ۵٥,‏ پٹ ووم (1 p+‏ 
وك 122 ل ھوت ۱ے x‏ 3+ 6ڈ -- 
6 2 وا 6 2 
ا ا E‏ 
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سلسلة هب 


×= وهو المطلوب 

لاحظ أن NcR‏ 
إذن : من أجل كل عدد طبيعي 8 فإن : “م > (مام - (1 + مام 

او ٹہ D= p(n)‏ مهم 

2 لتكن الخاصية : من أجل كل عدد طبيعي 8 : ۸ © (م)م 

نبرهن عن صحة هذه الخاصية بالتراجع كما يلي : 
> من أجل 0-م لينا 2)0(=0 + (م + -(0 1 -(0)م و 0N‏ 
إذن : الخاصية محققة من أجل 0 = 1 
” نفرض أن 71 ٤‏ (م)م من أجل 0 <۸ 
هل e N‏ (1+مام ؟ 
لدينا حسب السؤال (1) : ثم + (0)م > (1 + ه)م 
و حسب فرضية التراجع : 77 © (8)8 


إذنن: 1ع كمع (p(n)‏ 
أي : (1 + مام 
أي : الخاصية صحيحة من أجل 2+1 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 فان : 21 © (72)0 
3 لتكن الخاصية : من أجل كل عدد طبيعي 5 : م + ... +32 +22 +12 = )1+ p(n‏ 


٥ً‏ (21 +0(2 4 - :0+ -(1)م-(0+1)م 
ES‏ لق اا فيل تی 
6 306 
و الكتابة 2م + ... + 3 +22 +12 من أجل 2-0 تكتب 0۵-0 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 0 = " 
7 نفرض أن : غم + ... +32 +22 +12 = (1 + مم من أجل 0 < م 
هل )1 + n + (n‏ + ... +22+32 +12 > (1 + 1 + مم ؟ 


p(n + 1) = p(n) + n : )1( لدينا حسب السؤال‎ 

إذن : *(1 p(n + 1)+ (n+‏ = [1 + )1+ هام 

ای E‏ 0-1203 +1 و 
منه : الخاصیة صحيحة من أجل 1 +1 

نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 : 2م+ ... + 22+32 + 1 = (1 + هام 


التمرین 21 1 

5 تتالة فة * خی 

(,0) متتالية معرفة على */ ب 6 ۳ 

1 أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 : = يلا a...‏ + يلا + رقا 
2 استنتج قيمة المجموع 1 ...+ 1 + 1 


1427 ×> 1428 1428 × 1429 - ٠ 2007 8 0 


1 - الاستدلال بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 8 فإن : 
> ہلا +.... + ونا + زلا 


n+1 

” من أجل العنصرين رتا ودنا لدينا : 
0271 

7078 


= ينا + رتا 
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في هذه الحالة 2 >8 و كد ل 

ہمان 2 - لك فإن الخاصية محققة من أجل العنصرين اتا و 102 

7 نفرض أن لش > ون +.... + ولا + بل 

هل تن د بيده ونب + و جک ۶ 

لدینا ريمن + مل > يبنا + ونا +.... + ونا + زلا حسب فرضية التراجع ٠‏ 
1 نپ بك 


n+l (n+1)(n+1+1) 


( 2+1 )1 ۔ 
2+ 81 
وی تد 
(n+1)(n +2)‏ 
REF‏ 
جم 
_ 2+1 = منه الخاصیة صحيحة من أجل 1 + 
ای كوه كانه 
تيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 : بثك - ونا + .... + ونا + لا 
: 26 6ك سی 121 
2ے لدینا من أجل 1426 ہر ون : 1420 - لج سے ...+ وين ١‏ رو 
وف 2 1427 1426+1 1427 x‏ 1426 (2)03 )12 
ن أجل 2007 = یں 2007 = ل ل ل ور کے له 
ا 5 2 2008 2008 2G) ” 1426x1427 1427 x 1428 2007 x‏ )12 


1426 + 1 1 = 7 


منه : ++ کے“ 
x 2008 2008‏ 2007 8 > 1427 1427 
أي ات - 1426 ۔ 2007 - سلج + سے + 1 
ف 2865416 1427 2008 2008 x 1428 1428 x 1429 2007 x‏ 1427 
التمرین = 22 1 ولا 
(,0) متتالية معرفة ب 1= ونا و من أجل كل عدد طبيعي ٨‏ : کت ور 


أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي 2 : 1 > ونا > 0 
ال 22 
نستعمل الاستدلال بالتراجع كما يلي : 
1 > ولا إذن الخاصية صحيحة من أجل 0= 1 
1 5 3 1 
سي عه 2 123 MES‏ 5 
إذن : 1 > رتا > 0 منه الخاصية محققة من أجل 1 =1 . 
”7 لنفرض أن 1 > ہن > 0 من أجل 1 <۸ 
هل 1 > رونا > 0 ؟ 
لدينا : 1 > ولا > 0 منه : 2> 1 + منا > 1 (نضيف 1 إلى الطرفين) 
و من حهة أخرى : 1 > متا > 0 منه : 4 > 3 + ہں > 3 (نضيف 3 إلى الطرفين) 
ك1 00 (بتطبيق خاصية المقلوب) 


ES 


أي : 


کر 


13 


إذن لدينا المتباينتين TERI‏ 


ہے AES‏ 
دراك الجداء طرفت کرت کو اد ے1٢‏ ولاے 1 
33+ 4 
2 1 
أي : > مما کے 
0 ٔ > >0 
أي : 1> ابجونا > 0 
أي الخاصية محققة من أجل 1 +11 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 : 1 ك ولا > 0 . 
14 


| النهايات و الإستمرارية [١‏ 


1 النهاية المنتهية عند 0ه+ أو ہ۔: 
تعريف :1 دالة عددية معرفة على مجال من الشكل ]مہ + : 0<] و £ عدد حقيقي القول أن نهاية 1 عند + هي 2 
يعني أن كل مجال مفتوح يشمل العدد. £ يشمل أيضا كل قيم (»)۴ من أجل × كبير بالقدر الكافي . 
و نكتب وه ذا و نقرأ : نهاية («)1 لما × يؤول إلى + هي م 
وہ + ج ڈر 


ملاحظة : 
إنا كان 6 > (×]1 11223 نقول أن المستقیم نو المعادلة =٤‏ ر هو مستقيم مقارب للمنحنى 02) الممثل للدالة ۴ عند 6 + 
مو + جد عر 


٠ i o -ٍِ‏ رن فا 

mo ج‎ =0 ٤ ا‎ 0 0 lim : أمثلة‎ 

- النهاية غير المنتهية عند »+ أو ©6- : 

تعریف : ۶ دالة معرفة على مجال من الشكل ]0ه + : ]×o‏ 

القول أن نهاية 4 عند 0ه + هي © + (على الترتيب هي ©0-) يعني أن كل مجال من الشكل ]ہہ + ; ۸] (على الترتيب 
[ھ : ہہ -[) حیث 1۸ e‏ ۸ يشمل کل قیم (5)2. من أجل × کبیر بالقدر الكافي و نکتب :٥ہ‏ + 5 im‏ (على الترتيب 


م - = (lim f(x)‏ 
x> +0‏ 
و نقرا نهاية (×)۴ لما × يؤول إلى ه + هي + (على الترتيب نهاية (×)۴ لما × يؤول إلى ه + هي 0 -) 
أمثلة یہ مه+-» lim‏ ¢ مهد دير lim x=+o + lim‏ 
x> +o‏ 6 - جع 6 +جع 


3 المستقيم المقارب المائل : 
تعريف : لیکن (م() المنحنی البياني لدالة ۴ في معلم . و لیکن (4) المستقیم نو المعادلة 6 + × 4= ر . القول أن المستقيم 
(4) مقارب للمنحنى (م٥)‏ عند ٥ہ‏ + (على الترتيب عند © -) يعني أن 0= [(6+ lim [f()- (ax‏ 
(على الترتیب 0> [( جا +×ع) -(80] (lim‏ تیم 


00 و 


مثال : ۶ دالة معرفة على +18 بل + 26-3 - 100 
Xx‏ 


lim , [0-2 x-3)] = lim لدينا [(3-×2۔ 4 +د-×2]‎ 
وو‎ + o0 x 

= lim >1 

ام + جحي 


إذن المستقيم ذو المعادلة 3 - ×2 > ر هو مستقيم مقارب مائل لمنحنى الدالة ۴ عند ہہ + 
بنفس الطريقة لدينا : =1 سنا - زرة-» 2 - و6ف] lim‏ 
× ۔ ج-× لجع 

إذن المستقيم ذو المعادلة 3 - × 2 = ل هو مستقيم مقارب مائل لمنحنى الدالة ۴ عند ص - 
4 النهاية المنتهية لدالة عند عدد حقيقي : 
تعريف : ۶ دالة معرفة على مجال من الشكل ]ط : م::[ الا ]م: : 3[ و 3ء4 
القول أن نهاية ۴ عند »× هي + يعني أن كل مجال مفتوح يشمل العدد £ يشمل أيضا كل قیم ()1 من أجل × قريب بالقدر 
الكافي من 0< و نكتب 8 - (»)۴ 1183 و نقرأ نهاية ()۴ لما × يؤول إلى 0 هي £ 

0× چ × 7 

7570 12د 


مثال : 
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2 
إذن عندما يقترب × من 1 بالقدر الكإفي فإن العدد لحك يقترب بالقدر الكافي من 2 
5 النهاية غير المنتهية عند عدد حقيقي : © 7 * 
تعريف : ۶ دالة معرفة على مجال من الشكل ]6 : م[ لا ]0< : 8[ . 
القول أن نهاية ۴ عند 0غ هي ٥‏ + يعني أن كل مجال من الشكل ]0 + : ۸] حيث ۸ ع ۸ يشمل کل قيم 2000 
من أجل × قريب بالقدر الكافي من 0< و نكتب ت += (»)؟ 11121 و نقرأ نهاية ()1 لما × يؤول إلى 0× هي م + 


Xx > x0 
lim ب‎ (x =3) =0 + مثال : 0+ = لان‎ 


مس ہے ہا 
(3 - ×) 3 جع 3ع 


حذار! في بعض الحالات يجب التمييز بین × يؤول إلى 0× بقيم أكبر من 0< أي 0< 0×۔× و × يؤول إلى 0× 
بقيم أصغر من 0< أي 0> ×-× 
مثال : لا يمكن حساب */1 "1ا لان نميز حالتين : 

0وج× 


1x>0 لان‎ lim 1x=+0 فإن‎ x<0 لما‎ ” 


x> 0‏ 
> لما 0× فإن مہ-=×/1 lim‏ لأن 1/x>0‏ 
0 جم 
ملاحظة : إذا كان 0) منحنى الدالة ۴ في معلم و كلن (۸) مستقيما معادلته. =× و كانت += (»)۴ دملا 
ار ت( تسا فإن المستقيم (4) مقارب للمنحنى 00) عند . RE‏ 
Xx a‏ 


6 عملیات على النهايات : لتكن 7 و ع دالتان عدديتان . 
0 يمثل إما عدد حقيقي أو 2+ أو © - و )€ ؛ © أعداد حقيقية . 


نهاية مجموع دالتين : 
کا گا عردم f‏ تاشم ار صر 
6 6- اآو+ام۔اہ۔+ 4 E‏ 


lim f(x) + g(x) 
ےم ج-×‎ 


م | ح عت CEE SEE‏ 


نهاية جداء دالتين : 

|e>oje>ojes<oje<oj+0|+|-0 | 0 | 0‏ £ اھر سا 
-o | -o | +0 6‏ | »م + | -o‏ |»م + | +o| -o‏ 8 تا 
جعت | ح j-o | +o |+| -o | +o | E‏ وہ Fo|‏ | <*«اع i E‏ 


3 0 - مہ + مه + 0 مه 0 +o‏ وھ + 0 4 ع وت 
OI a |‏ .کپ وو ویو لمكو کیاوک و سا im‏ 
f(x 5‏ 8 
858 اموت اع عت ا ععہ ice‏ هه | > 0ب ۶۹۹ 2 929 فك 0ك هزر 
ومع a‏ ج× 
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سلسلة هباج 


: الرمز ح ع ت يقرأ حالة عدم التعيين و معناه أنه لا يمكن إستنتاج قيم النهاية مباشرة لذالك نلج إلى إزالتها بطرق 


محا سے ہے ےہ ےدک في المرافق و تعريف العدد 
آلمشتق كما يلي : جس 
الإختزال: نريد حساب lim‏ 
x+1‏ 1۔جہ× 
لدینا 0 lt‏ سراف رع mE‏ 
1۔ ج-× چک 


2 
إذن -- حسب ھیوؤں دهاية حال میکس نر کے ورول ہی ےا تک !الإ لمانا ری الارن 
x>-1 x+1‏ 


كمايلي : ا -ک(ا جع او کے 
E RS 1 (+1)‏ 1- ج × 
=lim (x-1)=-2‏ 
x +> -1‏ 
العامل المشتزك ؛ أنزيد حساب: ×2× lim‏ 
00 و پر 
لدینا + = غر صھنا و ه- ع2 "ا إذن حسب جدول نهاية مجموع دالتين فإن 
ہم + × ہم + × 
23ج صنا هي حعت 
+ جع 2 
زالتها نلجأ إلى العامل المشترك کمایلی : سو EDET x‏ را 
لإزالتها نلجا إلى العامل المشترك كمايلى  :‏ ( © -1) ٭ے ملا ×2 × ے نظ 
alia £‏ لان lim K=O:‏ 
مو جع مہ + ج × 
م + = 
الضرب في المرافق : نريد حساب ال-1 + تا 
0+ جے ×× 
لدینا lim x+1=+0‏ و lim -(xX=-0‏ 
0+ > × +× 


إذن حسب جدول نهاية مجموع دالتين فإن x+1-x‏ صنا هي ج ع ت 
لإزالتها نلجأ إلى الضرب في المرافق کمایلی : 


lim x+1- (x= lim (Jx+ ہا‎ LEA 
x> +6 x x+1+ x 


۲۱۰۳۰۲۶۸۲00 


=lim 

x> +0 ریہ یں‎ ۹ 
= Ere 

x> +o x +1 ٦ 


ما - 


کا و 
0> _ لن e‏ 1+×ل lim‏ 


خاصية فكد المشى: رو ا ات ا 6 + چ × 
x +0 x‏ 


لدينا : lim  (cosx—1)=0‏ لن lim cosx=1‏ 
0 جع X50‏ 
إذنّ: كسب جدول تهاية حال فة دان فا اا > ده ٣نا‏ هي ح عت 
لإزالتها نلجأ إلى إستخدام العدد المشتق كمايلى : SOE‏ 
نعتبر الدالة ۴ المعرفة على 112 ب × 605 > (:)1 
نعلم أن ۴ قابلة للإشتقاق على 1۸ و دالتها المشتقة ۴١‏ .هي الدالة المعرفة على 112 ب × مه - - 1700 
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سلسلة هباج 


إذن 0-0 صنو - > (۲')0 
لکن حسب تعريف العدد المشتق للدالة ۴ عند 0 فإن : 


fC) - f0) 


f(0) = lim 
جع‎ x=0 
و‎ cos x — f(0) 
×0 × 
10(-1 م imا= لان‎ 
۵ 7 0وج×‎ x 


نتيجة : ۵=( س لان ۴')0(=0 
×× 


7 نهاية دالة كثير حدود عند مہ + أو مہ - 
لحساب لكايه ذل كدر کو عند 6+ أو عند ه- ج کا هاي ال أعلى درجة فق + 
مثال : وہ ے گر مسا -2-1ل - 22 +2 lim‏ 


x> +00‏ وہ + جع 
حذار! 71 ETE F2‏ ول لف ور نے صا من أجل 112 © a‏ 
+ع 


8 - نهاية دالة ناطقة عند 20+ أو 6 - 
لحساب نهاية دالة ناطقة عند + أو عند 6 - نأخذ نهاية الحد الأعلى درجة في البسط على الحد الأعلى درجة في المقام . 


0ا جو 7 ہہ سوير 
× وو هج پر ox+جıx‏ 2.ح×+گردوں+ جے× 
نشاط : 3 2 
۴ دالة معرفة على 112 0 مدر 
معرفة علی یڈ رت ہے 0 


1 عين مجموعة تعریف الدالة ۴ . 

2 - أحسب نھایات الدالة ۴ على حدود مجموعة تعريفها . 

الحل : 

1 تكون ۶ معرفة إذا وفقط إذا كان 20 - ×+ 2ير 
لنحل في 112 المعادلة 0= 2- ×+ تر 


2(9 )4 -4-1 لان : 227 
2 قحا دير 
نتيجة : مجموعة تعريف الدالة ۴ هي : ]مه + ; 1[لا]1 ; 2 -[0ا]2 - : م -[ 
النهايات : 
=2 مزاع ک2 ا د ف “(نهلية دل ناطقة عند مع 
x> -o*‏ × 0 ۔ ج × مہ ۔ جے x‏ 
lim f(x) = lim RE ag E‏ 


2 2 
2× و بكي 2-×+ 2 × 53 
لاحظ أن نے 


سے و تج 


إذن :- *0-(1-ع + 7«( lim‏ 1-0 -ير+ عه lim ı‏ 
إذن ) )هتانق ) 0 2 ظة :الل a‏ 


2چ × 2 تعر 
)+x-1(=0‏ هنذا و 1(=0-×+») صز | يقترب من صفر بقيم موجبة و 0يعني أن 
وک e‏ العدد يقترب من صفر بقيم سالبة . 
منه : ہے — lim f(x)=lim‏ 
3 وجو 2 كع 


EDE 1 


+= < وولاء لتحت ھرڑلاے و1 تسا 
کو 501 1-2 
5 200:۲26 ل 1 
مو نے = رولا ح رج پا 
کو ده x51‏ 
+ 
د lim f(x) = lim E‏ 
y> 0‏ 2 0< ر اع 
0= 2 صناح ج2 سا-۸00 صا (نهاية دالة ناطقة عند +) 
XK x>+oX‏ مم + x> +6 x‏ 
9 نهاية دالة مركبة 


مبرهنه : 

8 ; ط :ء تمثل إما أعداد حقيقية أو (ه +) أو (ہہ ۔) 

u‏ ؛ ۷ ؛ ۴ دوال عددیة حيث 14 ٥‏ ۷ =۴ (ہ یرمز إلى مركب دالتين) 

إذا كانت طا = u)×(‏ 1122 و كانت lim v(x)=c‏ فإن lim f(«)=c‏ 
]اج ٭× 


8د× xa‏ 
مثال : vexysinx ¢ SL‏ 
< 0 
سینا lim u(x)=&‏ رو 1= 3 lim v()=sin‏ 
2 ہہ + x>‏ 2 1/2 ج × 
نتيجة : 1 “->(نں٥×‏ اا أي 1= lim, v(u(x))‏ 
6+ جع مہ +ا ر 
1 3 
| كرامج )بت in‏ 
اي رد اس 
أي 1>( + قد lim‏ 
0 - حساب النهاية بالمقارنة : ESS‏ 


مبرهنة (1) 
5 ؛ 8 ؛ط دوال عددية معرفة على مجال من الشكل ]60 + : 4[ ٠‏ © عدد حقيقي . 
إذا كانت 6 >-(*)ع 1158 و ٤=(×)ط‏ ,زا و إذاكان من أجل كل × كبير بالقدر الكافي 


X> + و‎ x > +0 
lim f(x) =€ فان‎ h(x) ک‎ f(x) > g(x) 
ج ير‎ +6 
COS X 


مثال :+ لتکن اٹ رت 11 ہہ ا 
نعلم أن من أجل كل × من 11 فإن 1< cosx‏ >1- 


إذن : من أجل 0<× فان ×1 > اعت > ×/1۔ 


أي : من اجل]ہ + : 0[ء × فان 1/5۰ ک 10 > ×/1۔ 
لکن lim 1/5۶ lim -1/x=0‏ 
ہہ + جع و +ج× 
إذن: 10-0 lim‏ 
7 ہوی+جر 
مبرهنة (2) 
۴ ؛ ع دالتان معرفتان على مجال من الشكل ]ہہ + : ۸[ . 
إذا كان 0+ > (*)ع 2 تنا و من أجل كل × كبير بالقدر الكافي (×)ع < (108 فإن + > ()؟ صا 
6+ جعي 0+ وكير 
مبرهنة (3) 
۴ ؛ 8 دالتان معرفتان على:مجال من الشكل ]© + : 4[ . 


اذا كان »- =(×)ع اا و من أجل كل × كبير بالقدر الكافي 860 > 200 فإن م - -:160 2 تا 
xo x +0‏ 


.ىک سے 
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سلسلة هباج 


ملاحظة : يمكن إستعمال المبرهنات (1) ٠‏ (2) و (3) اذا كانت النهايات عند © - أو عند عدد حقيقي . 
تعريف الإستمرارية 
۴ دالة معرفة على مجموعة 10 و 8 عدد حقيقي غير معزول من De‏ 


القول أن الدالة ۴ مستمرة عند 4 يعني أن lim f(x) = f(a)‏ 
+ع 


ملاحظة : إذا كانت ۴ دالة مستمرة عند كل عنصر من المجال 1 نقول أن ۴ مستمرة على 1 
هند سيا : تكون دالة + مستمرة على مجال 1 إذا كان من الإمكان رسم منحناها البياني على هذا المجال دون رفع القلم (اليد) 
أي لا يوجد إنقطاع لهذا المنحنى على المجال 1 ٠‏ 
نتائج : 
7 الدالة ٥٥ہ‏ و الدالة 515 مستمرة على 1۸ 
74 الدوال كثيرات الحدود مستمرة على 1۸ 
> الدوال الناطقة مستمرة على مجموعات تعريفها . 
نشاط : 2 
؟ دالة معرفة على المجال [3 : 2 -] كمايلي : AIRS‏ عي ار f‏ 
1 هل تقبل الدالة ۴ نهاية عند 0 ؟ بذااكاق ' [0:3] ےو ”× 
2 هل الدالة ۴ مستمرة على المجال [3 : 2 -] ؟ 
3 أعط مُجالا جزئيا من المجال [3 : 2 -] تكون فيه الدالة ۴ مستمرة . 


الحسل : 
ان سے سے للمجل 01 :2۔] ب 2+2 -= (٭)۴ إذن يمكن حساب (×)؟ lim‏ كما يلي : 
x 50 lim f()=lim -x +2 = - )0( +2 =2‏ 
0 کء>× x50‏ 
لاحظ أيضا أن الدالة ۴ معرفة على المجال [0:3] ب ×= (×)۴ إذن يمكن حساب (×)1 کت کما يلي : 
x> 0 lim f() = lim 2-0‏ 
x 2>0‏ 0× 


من جهة أخرى الدالة ۴ معرفة عند 0 لان [0:3] © 0 و ]2:0 -] # 0 إذن : 0 -(1)0 
خلاصة : 2 -(<«)1 تنا و 0-(<)1 ا إذن : الدالة ۴ لا تقبل نهاية محددة عند 0 و عليه فالدالة ۴ ليست 
0 ک× 0× 
مستمرة عند 0 . 
2 العدد 0 عنصر من المجال [3 : 2 -] و الدالة ۴ ليست مستمرة عند 0 إذن فهي ليست مستمرة على المجال [3: 2 -] 
3 الدالة ۴ معرفة على المجال [1/2-:1-] ب 2 + ”× - - (»)۴ إذن هي كثير حدود 
منه ۴ مستمرة على المجال [1/2- : 1-] ٠‏ 
مبرهنة القيم المتوسطة 
نص المبرهنة : 
۶ دالة معرفة و مستمرة على مجال [8 : 8] 
من أجل كل عدد حقيقي 1 محصور بين (1)8 و (1)6 فإنه یوجد على الأقل عدد حقیقي ‏ محصور بين 8 و تا 
بحيث .ا = (1)0 
حالة خاصة : إذا كان 0 > (16 × (1)3 فإن العدد 0= ) محصور بين (1)8 و (ط)؟ 
إذن : يوجد © من المجال [ط : 8] حيث 0= (1)0 أي المعادلة 0 > (:)1 تقبل على الأقل حلا و هو © 
على المجال [تا : 8] ٠‏ 
المعادلة =k‏ (ج16 
إذا كانت ۴ دالة معرفة و مستمرة على مجال [8 : 8] فإنه من أجل كل عدد حقيقي 1 محصور بين (1)8 و (1)6 فالمعادلة 
عا = ()2 تقبل على الأقل حلا ce‏ حيث [نا ٠ © © ]٤:‏ 
مثال :۱۰ سبرص+ × =( 
* دالة كثير حدود إذن مستمرة على 112 و خاصة فهي مستمرة على [1 : 0] 
لدينا : 1-= (1)0 و 1(=1)؟ 
إذن : من أجل كل عدد حقيقي 1٤‏ من المجال [1 : 1-] فإن المعادلة =k‏ (2)0 تقبل على الأقل حلا © حيث 
ce [0;1]‏ 
و خاصة 1-0 حيث [1 : 1-] © 0 إذن المعادلة 0= (»)۴ تقبل حلا على الأقل © من المجال [1 : 0] 
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نشاط : 
برهن أن المعادلة 2 - = × 2 - × تقبل على الأقل حلا في المجال [2+1-] 
الحسل : 
لتكن ‏ دالة معرفة على [1 : 2-] بے 2 - ×= 10 
42 ۴ دالة كثير حدود إذن ۴ مستمرة على [1 : 2 -] 
fC2)= (2)3 -2(-2)=-8+4=-4 4>‏ 
fI)=1-2=-1 7‏ 
نتيجة :۲ تحقق شروط مبرهنة القيم المتوسطة على المجال [1; 22] أي من أجل كل عدد حقيقي 1 من المجال [1- : 4 -] 
فإن المعادلة ءا > (*)4 تقبل على الأقل حلا > في المجال [2:1 -] 
ہما أن 2-= ) هو عنصر من المجال [1- : 4-] فإن المعادلة 2 - > 260 أي المعانلة 2-- 3-2« تقبل 
على الأقل خلا © من المجال [2:1 -] 
الدوال المستمرة و الرتيبة تماما على مجال [ط ؛ 8] 
مبرهنة : إذا كانت 4 دالة مستمرة و رتيبة تماما على مجال [:8] فإن من أجل كل عدد حقيقي 1٤‏ محصور بين (1)8 .و 
(ا]1 فإن المعادلة ءا > (×)۴ تقبل حلا وحيدا © في المجال [ط ; ٠]‏ 
إيجاد حصر لحل معادلة بالتنصیف : 
الهدف من هذا العنصر هو البحث عن حل معادلة من الشكل 0 > ()1 على مجال [تا : 8] -حيث 1 دالة مستمرة على المنجالن 
[ : 8] لذلك نلجا إلى إستعمال مبرهنة القيم المتوسطة كما يلي : 
إذا تحقق أن ۴ رتيبة تماما و مستمرة على [8 : 8] حیث 0 > (1)6 f)a( x‏ فإن المعادلة 0 > (1)2” تقبل خلا وحيدا 0 في 
المجال [تا : 8] إذن لدينا حصرا أولا للعدد 0 حیث ا ٥>‏ > 2 و نبحث عن حصر آخر يكون أصغر من المجال 


[ط ]٥:‏ و ذلك باخذ ر" منتصف المجال [8:6] أ امم 
نقوم بحساب (:1)50 ثم نلجأ إلى النتيجة التالية : 
إذا كان 0 >(1)8 × (1)501 فإ مم >&6 > ة ۰ إذن: المجال الثاني للحصر :هو ا[ر 0 3] 
إذا كان 1)0(>0 × (ص)# ١‏ فإن >> بص إذن المجال الثاني اللحصر:هو./[.:,2م] 
نعيد نفس الخطوات على المجال الثاني لنحصل على المجال الثالث و هكذا حتى نحصل على أصغرٌ مال يشمل العدد )0.. 
مثال : نريد تعيين حصرا لحل المعادلة 0 > 211« - © على المجال ]1;0[ 
نعتبر الدالة ۴ معرفة على المجال [0 : 1-] ب 1 - ×× > )1 
لدينا 2-1 )ٛ7 
ہیں سن 1/2 x j-٥‏ 


(22 0 ۴ 


إذن : ۴ متناقصة تماما على ]1/2 ;0-[ و خاصة على المجال [0 ; 1-] 
نتيجة :1 متناقصة تماما و مستمرة على المجال [0;-1-] و 1-=(۴)0 و 1(=1مf‏ 
إذن 0> (۴)0 × (1-)۴ منه المعادلة 0= (×)؟ أي 0 =1 ×× ×| تقبل حلا وحيدا »| حیث :0 > »> 1- 
الخطوة الأولى : لیکن "١‏ منتصف [0 : 1-] أي :1/2-+ 2د 
1 


لدینا لع را +1 =) ماد وھ 


إذن : > < x f(-1)‏ ن0م 
منه :,الحصر الجديد 1/2- > »> 1 ۔ 
الخطوة الثانية ؛ لیکن 112 منتصف [1/2- ; 1-] أي 3/4 = وھ 
ے 9312-16 ے کی 9 د 5 
7 دح سک ہو ل ۸د مس 
لاینا: . 1/2(>0-)1 x‏ (3/4-)1 
إذن : الحصر الجديد ‏ 1/2- > » > 3/4- 
الخطوة الثالثة : لیکن :0< ' منتصف ‏ [1/2-: 3/4 أي 5/8 - و 
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- 2540-64 ے م 
تر 64 E‏ 7 5 )1 - وس 


لدينا:  ٢٥‏ >(1/2۵ء) x‏ (5/8-)1 
إذن : الحصير الجدید ‏ 1/2 ۔ > > 5/8- 
يمكن مواصلة الحصر بهذه الطريقة حتى نحصل على أصغر مجال ممكن و ذلك بالقيام بأكبر عدد من الخطوات . 


1  نيرمتلا‎ 


۶ دالة معرفة على ]دہ + :1 -[ ب ےش ره 


1 - أوجد عدد حقيقيا ۸ حيث إذا كان ۸ < × فإن ]3,1 : 2,9[ © (٭)؟ 
2 بين أن المستقيم (4) ذو المعادلة 3= ر مقارب للمنحنى (©) الممثل للدالة ۴ على 11 . 
3 - أدرس وضعية المنحنى (6©) بالنسبة إلى المستقيم 4 . 
الحلا 
آنا 3=ڭڭ ون 32 lim fx) =lim‏ 
* مم يدير 1+×م+جہ× 0+ x>‏ 

إذن : من أجل × كبير بالقدر الكافي فإن ]3,1 : 2,9[ © (»)؟ 

وعليه یمکن أخذ العدد ۸ أكبر ما يمكن حيث إذا کان ۸ < × فإن ]3,1 ; 2,9[ © 100 
2 بما أن 3=(»)؟ "11 فإن المستقيم (4) ذو المعادلة 3= ر مقارب للمنحنى 2,©) عند ہہ + 


وہ + جہ x‏ 
2 5 3-2-3-3 و 2= رو - وم 
1 1+ 21 


3 
لندرس إشارة (3) - 100 على .18 : ہے 


نتيجة : لما ]مہ  [-1:+‏ × لدينا 0 > 4000-3 إذن : (6) تحت (4) 

لما ]1- ٥;‏ -[ © × لدينا 0 < 3-(×)؟ إذن : (6) فوق (ھ) 
التمرين 2 
۶ دالة معرفة على ]+ ;1-[ ہے ا 

کچ 
1 - أوجد عدد حقیقیا ۸ حیث إذا كان ۸ > × فإن ]1,1 : 0,9[ (٭)؟ 
2 - بين أن المستقيم (4) ذو المعادلة 1= ر مقارب للمنحنى (©) الممثل للدالة ۴ على 18 . 
3- أدرس وضعية المنحنى (©) بالنسبة إلى المستقیم 4 . 
فحن 2 
1نا 5-1 lim f؛)=lim XÛ =m‏ 
×و۔جغر 1-« هدجي مہ ۔ جے × 


إذن : من أجل × صغير بالقدر الكافي فإن ]1,1 ; 0,9[ © (106 
و عليه يمكن أخذ العدد ۸ أصغر ما يمكن حيث إذا كان ۸ > × فإن ]1,1 : 0,9[ € (1)2 


٠ (=1 2‏ ا إذن : المستقیم 4 ذو المعادلة 1= لزأ مقارب لمنحنى الدالة ۴ 
مہ ۔ × 


22 


2 ے۔ 1ص0:6 ويا 
x=1 x-1 x-1‏ 


E 


لندرس إشارة 1020-1 على 112 : + 1 | اد 


- + 


نتیجة : لما ٤ [- ٥;1]‏ × لدينا 0> 1-()؟ إذن : +© تحت ۸ 

لما ]مہ + ;1[ e‏ × لدينا 0< 1 -(×)2 إذن : © فوق ۸ 
التمرين ‏ 3 
]دالة معرفة على مہ + ;1[ ب حل + ×= ()1 و لیکن © تمٹیٹھا البياني 


1 - بين أن المستقيم ۸ ذو المعادلة ×= ر مقارب للمنحنى ,© عند ه+. 
2 أدرس وضعية المنحنى ,© بالنسبة للمستقيم ۸ . 


الحل ‏ 3 
تی ×۔ لد جع جلاع وا سنا 
1۔× مو+جہ×ڈ یں جج 
س سا ا 
1-× مم + جہڈ× 
= إذن : المستقیم 4 ذو المعادلة ×= ل مقارب للمنخنى ,0 عند »+ 
لايخ لدي fOO-x=x+ Û‏ 
1-× ا 
لندرس إشارة × - ()1 كما يلي : 0+ 1 ٭ہ۔ 


نتيجة : لما ]6:1 -[ ع × لدينا 0> - ۸0 إذن : €۲ تحت ۸ 
لما ]م + : 1[ e‏ × لدينا 0 < ×-(»)؟ إذن : ,© فوق ۸ 
التمرين 4 
؟ دالة معرفة على 1۴۸ ب 5 -1-× 2= (1)8 و لیکن ,© تمثيلها البياني في معلم 
x‏ 
1 - بین أن المستقيم ۵ ذو المعادلة 1-× 2= ر مقارب للمنحنى ,© عند © + و عند م د. 
2 - أدرس وضعية المنحنى ,© بالنسبة للمستقیم ۸ . 


الحل ب 4 
7 0-1 - شب -1- 2ے - زد 6 > اس 
EFI‏ م + ج × 6+ جعي 
گار my‏ 
1+ “لاه +جيع 
0= إذن.: المستقيم ۸ ذو المعادلة 1 -×2 > ر مقارب لمنحنى 
الدالة ۴ عند مه + 
0= شع .ساد( دی وم۸ - سلا 
5+1-ج+- مہ ۔ جے پر 


إذن : المستقيم 4 ذو المعادلة 1-×2= ر مقارب لمنحنى الدالة ۴ عند وہ - 


Ex D>‏ 2 ]كيم فك رررن - وير 


2 الوضعية : 
الوضعية تھے 


-2 
x +1 
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ہمان 1<0+ تر فإن 0> ہے أي 2-1(>0) - f00‏ 


إذن : المنحنى م٥0‏ يقع تحت المستقيم 4 . 
التمرين د 5 


في كل حالة من الحالات التالیة أوجد معادلة للمستقیم المقارب لمنحنی الدالة f‏ عند © + و عند © 


6 = x + 3-2 وت‎ fı(x)=1+ ات‎ 21 
اءا‎ |x| 
“sin x _ 2-1-1 
1: چچ‎ x+1 -6 f(x) تو‎ 


گے +1ر+ر2ے وم 7ے اڈ دوم 


5 وم‎ - - 1 x+ 7 : 


lim fı(x)-1=lim 1+‏ 
مجع مہ ج× 


=lim 
× > o لال‎ 


0 = إذن : المستقيم ذو المعادلة 1 = ر مقارب له 
عند + و 0 - 


8 و جا‎ Es lak Uk 
و یت‎ f-}-C} 


مجع 


0 > إذن : المستقيم ذو المعادلة 1/3- = ر 
RE‏ 
lim f(x)-(2x+1)=lim 2x+1+‏ 
5 0 ج × ہ ج-× 
بے وا 
0= إذن : المستقيم ذو المعادلة 1 + 2 > ر م 
عند + و عند 0 - 


2 1 2 1 
Tim کے‎ LE E TN 
م × 20 0 سن‎ TPE 


=lim 7 
x>o x -—1 


5 


E 


كد =lim‏ 
کر مہ ج-× 
1 


0٥‏ إذن : المستقيم ذو المعادلة کہ 
عند © + و عند - 


lim f()-(x+3)=lim x+3- 2 -(« +3) 
× مہ ج × ہم ج‎ |x| 


0= إذن : المستقيم ذو المعادلة 3+ ×= ر مة 


عند 00 + و عند 6 - 


6ت )1 +ع - 1 جير “قله سنا - (1 +ع - 260 lim‏ 


تہ x +o xa‏ 
sin x‏ 
حت چبزڑ> 
xo *‏ 
لکن : 1> sinx‏ ک1 ۔ 
کت 1ے × صنو ے 1 E‏ ہووت 
x 7 x x x‏ 
مساق ,1۸-0 ونا و 1×0 سنا فإن یں ر کف از 
ص0ج x‏ مہ جع * xo‏ 


نتيجة : 2+1(>0-) -(560 2 ا إذن : المستقيم ذو المعادلة 1 + < - > ر مقارب لمتحنی الدالة 16 
6 ج-ڈ 
عند ص + و عند ص - 
XZ +x-1 2‏ 


ہن کے = (»)؟ لنجري القسمة الإقليدية كما يلي : 


نتيجة : 1 - 4-3 200 - 2)1 و اکر 


ا a‏ اج وٹ 
) ( 1-2 


0 و‎ 
لیے‎ A 
را‎ E T2 


4۔ 2 ١‏ 
im, Tor‏ 0-3 کر 
0 = منه المستقيم ذو المعادلة 
عند 6 + و عند 6 - 
= 00 لنجري القسمة الإقليدية كما يلي : 


نتيجة : مم ا ہی 

3 

×1 2+1 
=x + 

82-1 8-1 


می 2 
دو لع مت 
أي : 01 سنا = lim 00 - x‏ 
1- × ج × ہہ x>‏ 
lim -‏ = 
يد مه جد x‏ 


0 = منه المستقيم ذو المعادلة ×= ر مقارب لمنحنى الدالة 1 عند © + ١و‏ عند فة 
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التمرين ‏ 6 
۶ دالة معرفة على 18 ب 2+3 - f)»‏ 
1 أحسب (1)5 ر ”فا ثم إستنتج مجالا لقيم × حتى يكون ٤)١‏ ينتمي إلى ]7,01 : 6:99[ 

جع 
2 » عدد حقيقي حيث 1> > 0 . في أي مجال يجب إختيار × بحيث يكون (×)1 ينتمي إلى المجال ]0 ٤7+‏ -7[ ؟ 
1 =6 
جه 3-7+(1)2(>2)2 = 10 lini‏ لان + كثير حدود مستمر على 171 

2ع 


1 > (؟ > 6,99 . يكافئ . 7,01 > 2+3 > 6,99 


یکافئ 4,01 > 2 > 3,99 
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lim f) سنا > (1+عم‎ sin*.x+1-(x+1) —6 


x> xo X 
ا کت‎ sin x 
x> * 
213 sSinx > 1 الکن‎ 
ط کاو ےل رياه ایل موتھ‎ 5 
Xx x< x Xx Xx 
ا فإن بالحصر 0= ھا زر‎  -1/×=0 بماأن 1-0 صا و‎ 
مو ج٭‎ * xo × ج‎ 0 


نتیجة : 0= (1 + × ) - 1200 نا إذن : المستقيم ذو المعادلة 1 + ×- = بو مقارب لمنحنى الدالة 16 
عند © + و عند و م 


وا لج = 00 لنجري القسمة الإقليدية كما يلي : 


neh 2E : نتيجة‎ 


ET E 1/4 e 
( 0 سرت تی‎ 


4۔ 3 
ے٥‏ )018002 5 


ج له العم دى اة جر مقازب لمتحتى االدالة ر 


عند + و عند 6 - 
اد بك - 900 النجري القسمة القليدية كما يلي : 
نتیجة : 1 - - 0 
E HL‏ 
سک پیرے 


2-1 اک 
منه : 1 + fg(x) =x‏ 
أي : تھے ا lim fs(x)—‏ 
o» x» -1‏ 6 ×× 
lim 5‏ = 
× مه چ × 
0 = منه المستقيم ذو المعادلة ×= لإ مقارب لمنحنى الدالة و عند 0ه ++و عند 0ة 
التمرين ‏ 6 


۶ دالة معرفة على IR‏ ب f(s) =2x+3‏ 
1 أحسب (1)5 ر سا ثم إستنتج مجالا لقيم × حتى يكون ()1 ينتمي إلى ]7,01 ; 699[ 
2 ات 1 > 0 . في أي مجال يجب إختيار × بحيث يكون ()1 ينتمي إلى المجال ] + 7 ;»-7[ £ 
الصسل ‏ ة6 
1ے 37 +(22= 09-2 ر تهنا" لاغ2 :كثيرا احدؤدا تمر غد 1 
جع 


6,99 > 2+3 > 7,01 ٠ ر يكافئ‎ 6,99 > f(x) < 1 
3,99 > 2× > 4,01  نئفاكي‎ 


سلسلة هباج 


يكافئن 2,005 > × > 1,995 
يكافئن ]2,005 تو ل 
- (×)1 ينتمي إلى المجال ]9 + 7 : © - 7[ هذا يعني أن 0+ 7 > (1)2 > .9 - 7 
أي : 6+ 7ے 3ر2 >7 
أي : 7+03 > 2x+3-3‏ >3-ن- 
أي : ۷( +4 > 2x‏ >ن-4 


4-8 > x 0 : أي‎ 


منه : ا و هو المجال المطلوب . 


التمرين 7 
۴ دالة معرفة على 18 ب ۴2 =؟ 
اص ۸9 227+00 
4 ج× 
2 - أوجد مجالا 1 يشمل 4 بحيث إذا كان 1 > × فإن ]3,10 ; 2,99[ © (1)0 
الحال 22 
4 د - 5 0 نذا (۴ معرفة عند 4 ) 
وو کے کے و 


ROS 2‏ كنا ان 5+ ہے ہوا كما يلي : 
4 جہ× 


f)» > 0‏ > 2,99 يكافئ ‏ 3,10 > > 2,09 
يكافئ 20 -2) > 2+× > (2-»)2,99 لان 0 < 2-×. 

2,99 x- 5,98 > +2 > 3,10 2 - 0 يكافئ‎ 
[x +2 > 3,10 << - 0 


يكافئ 1 
اوور وو را 
x 1‏ 2,10 > 8,20 
ج2 x‏ 1,99 < 7,98( 
20 > 
وکافء 2,10 
يكافئ 1 
1,99 1 
: 4ھ × 
يكافئ : 
يت 4,01 > x‏ 
يكافئ ]4,01 ; 3,904[ × و هو المجال المطلوب . 
التمرين ‏ 8 
1 أدرس النهايات عند + » © - و عند 1 للدالة ۶ المعرفة ب 25۴5 =()؟ 
2 - حدد المستقيمات المقاربة لمنحنى الدالة ؟ x-1‏ 
الكل - 8 
1 + معرفة على المجال ]مہ + : 1[ لا ]1 :6 -[ 
ل ONE‏ 
× مو۔ج× 0-> Xx‏ 
1 ت ESOS SESI LE i I ia 2O‏ 
KX CA 07‏ 
ج۱2 20073 صا ها ا:50 2 
0< ر 09072 1 3× 
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2× 
lim f(0) = lim 
-×٭‎ E x3 +o 3 


2 0-2 "ا إذن المستقيم ذو المعادلة 2 = ر مقارب لمنحنى الدالة 1 عند ه- 
XxX‏ 


ہے 


f(x) =2‏ 1101 إذن المستقيم ذو المعادلة 2 = ر" مقارب لمنحنى الدالة ۴ عند به + 
مم+ج ڈر 
lim 1)0 = - o‏ إذن المستقيم ذو المعادلة 1 = × مقارب لمنحنئ الدالة ۴ على يسار 1 
1ج 
م + = liin f(x)‏ إذن المستقيم ذو المعادلة 1 = × مقارب لمنحنى الدالة ۴ على يمين 1 


1 
3 ت9 x‏ 
فيما يلي عين مجموعة تعريف كل دالة ثم أدرس النهايات عند أطراف مجموعة التعريف : 
2+5 ۔ یں کے و 
5چ f(x)‏ 3- توم h(x)‏ 
-4x+1‏ _ 20ھ ےج 
RSF 54 )) =‏ او = 
EET‏ ا -1(0-م) 


4 


1-1 معرفة على المجال ]6ه + : 2[ لا ]2 : 6ه -[ 


من کے ا ہیں ھا 
× وو۔جذ× مہ - ج × 


هنا - fx)‏ جمنا لان لما 2 گر قان 2-2510 
0222 32× 


سنا > 100 lim‏ لن لما 2× فان 0 کے x42‏ 
2 2 


lim f(x) = lim 
× مو+ ج یر × مو + جىيير ہم + جہ‎ 


2ع معرفة على المجال ]6 + : 3[ لا ]3 : ہ -[ 
وت lim g(x) =lim‏ 
* 0-> × 

3-× 5 0 لان لما 3 جك × فان‎ lim g(x) = lim 
×53 


سنا = )ع lim‏ ان لما 3 × نن 0 ×-3 
کے چ 


lim g(x) > سنا‎ 
xz و+ج× وہ‎ × 


3ط معرفة على المجال ]ہہ + : 2[ لا ]2 :© -[ 


و۔ گے وود متمق تروك وراك نا 
a 0‏ کے FI SIK F1‏ مہ ۔ جے خر 


وم += 3 h(x) = lim 2+1 slim‏ سا لأن لما 2 کر فان 0 تم 


ہتس 2(4- ۴ ر کڈ x52‏ 
- 2 ونا لے هناد وم دس لان س2 × نر٥‏ کتزدےیں 
اوہہ 22-) 2 × 1-0 
ملك کے ٠‏ هنا وم هنا 
برام + جچ پر 1 +خر2ثروں+جہڈ مہ + ج × 


6-4 معرفة على المجال ]دہ + : 4[ لا ]1:4[ 0ا ]1>[ 
میز بین الحالات التالیة : 


کنا ا E‏ نے 04ل اعت 
لما 1× قن 20 429( 
لما 4 × فإن 0< (×-1(4-») 


ا 54> فن ,950 رخ 


1 ۴ معرفة من أجل : 0 


Dr= ]0 : 1] U [1 : + 6] : منه‎ 


سلسلة هباج 


Xx 
TC ےو‎ 2 


منه النتائج التالية : 
سم ا ا سا - 6(9 يمنا 
¥ کے «-1()4-» 1 5× x51‏ 
=i 2=+0‏ سلخل t()=lim‏ سنا 
٣‏ ر x>1 x >> 1 (x -1)(4- x)‏ 
معد 3 ہز اگ im tlm‏ 
"دس («-1()4 - بكي 4× 
وو اس سے جنا - 200 سنا 
کو (×-۴-1()4) 4 خ x‏ 4× 
0ے 2. یچ سنا = 200 lim‏ 
2 وو جہ 4 - × 5+ ٹر۔ ھج × 6 - ج x‏ 
او نت lim £(x) = lim 0 = lim‏ 
2 وں+ ج پر 4۔زر5+ثر۔ م ديجي وف+جہ× 
0 
نفس أسئلة التمرين 9 بالنسبة للدوال المعرفة كما يلي : 
1ے 2+ لدوم 3- xX)‏ لہ ۶(۵ 0 - عط 
21 2 
(x)= × - cos x -4 (= -2‏ 
2-×ل 0 3 
ح1022 
#0 1-× 


f() = lim +2 1= lim 2007‏ سنا لأن ما 1+ × فإن 150-× 
0کس 1ت او 
1+25+0 ونا - 201+ لے سور صiا‏ لأن ما 1 ج × فان 0 +12-× 
كت XSF‏ ا 
lim 1/x=0 ùi lim ı f(x) =lim 1+2 ×= lim 2(x=+o‏ 
x4 +o‏ وو+ جدير Xx +o‏ 6+ جع 
1 0> 
2ع معرفة من اط ف ج53 لم 2۵ 
0 2- ×ل 4ع 
منه : ]6 + : 4[ Dg ]0 : 4] U‏ 
ه-- 3 هناء لكك يننا دومع هنا لأن س وک فن 50 2-2ل) 


x54 x54 ×*-2 کر‎ ٦ 


ا" 


ه+دة سناد لگ هناد ومع سنا لن ما 4<× فن 30 «2-عل) 
7 4 34× 
1 
(r)‏ ا 
م + x‏ سا کا صلا>(یع imا‏ لان لما ه+ ج × فان 0 جہ سے 


عجوي x 4+0 i‏ 6 +جہ× 


2-3 معرفة من أجل : 00 ل راک 
منه : [0 :6 -[ > رر 


x >-0 5 


6+ دعر 1 
دی اہ ٹا lim h(x) = lim,‏ ۳ زم > x5‏ 


x 


6 - > ع ل[- 2 lim‏ 
1 م - جے ر 
4-) معرفة من أجل : 0< إذن : ]6 + : 0[ لا ]0 وه -[ دع 
(غير معرفة) »دومه - ٠‏ تلاك عر ومة د 2 صطا- 2600 سر ہن رگ ممت 
مہ ۔ ج-× × 5-0 × 6 ۔ ج3 مو دج 
4 2 5 
lim £(x)=lim 2 -cos(0) -- oo‏ 
790 0 ک× 
-cos(0) = +o‏ 2 . حصنا > 600 lim‏ 
0ع م 
(غير معرفة) 6۰٥۴‏ - بنا -< ومن - £ سنا - و6 lim‏ 
6+ +- ڈر لاو +ج× مہ + > Xx‏ 
التمرين ‏ 11 
نفس أسئلة التمرین 9 بالنسبة للدوال المعرفة كمايلي : 
ت 2x +x‏ صل ع h() = (x+1 -(x-1 -3 f(x)‏ 
2 1-2 لے روا 4 (=x -x+1-x‏ 
اکل ے11 
1-1 معرفة على ]دہ + : ہہ -[ لأنها مجموع دالتين معرفتين على 1۸ . 
مہ سنا > lim f(x)‏ لان 1+>*2 مل ک1۔ 
مہ ۔ ج × لجع 
lim wf) =lim x=+o‏ الأن ‏ 1۰ ک<×2صل>(۔ 
6+ ج ر x +o‏ 
2 - ع معرفة من أجل 0 <× إذن ]6 + : 0] >یط 
1 : 5 1 
[i e -‏ = ال 5 0+0٦٦‏ كد پل 
ee Ras AB, E Ce‏ 


3- ظط عو 120 ای أي : 1< × 


منه ]ت D,=]1;+‏ 


ا پ-1+٭×٭ 6- ا 06ھ و 
KEI)‏ ہ)-1(۶+×٭ 6 1 
الم E N SE ١: ١‏ 
(x=1‏ ع وجرل ہ+ج× 


0 09206 


سنا - 
(x1‏ + بل مسج 
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في المرافق) 


7 
0 


سلسلة هباج 


=lim 


eT AEE E NEE 


lim Nx+1+x-1=+0 الأن‎ =0 


ہے سی أجل 11507 ير X‏ -- 37 5 ون 
لندرس إشارة كثير الحدود 1 + ز- ”× كما يلي نت 
A10‏ 1 + تج 
منه : من أجل كل ×, من 18 فان 0 <1 +ع © إنن : ]+ ;۵-[= 00ط 
مك lim ESET‏ 
lim ٤نئ(دالھ (x%-x+1-x=+o‏ لان 9ھ 
اوہ - جاع جار E‏ وو + = × - lim‏ 
مہ ۔دج8ذڈگڈ+ 
2 
1 ساك نه (x -x+1-x)x‏ کت حم تا الضرب في المرافق 
x*=x+1 +x‏ 5+0 
x -x+1 2‏ کا - 
آ2 xo‏ 
Si EM E E‏ 
1 1 2 وو+ ج ير 
xX (Et ax‏ 
1 
20-0 
lim 13‏ - 
1 1 چچ 
x 1- + +1‏ 
سج 2 2 ٘ هنا 
1+ عدم +اج پر دا میكی+ج× 
2-2 
التمرين ‏ 12 
أحسب النهايات التالية 
lim 3x+4 1‏ 3ت lim (x+x+1‏ 
x + ×3 5-3‏ 
lim 3-6» 2‏ 4ے 7 23+ ۔ lim‏ 
1-x‏ 51× مہ۔ ج-× 
الحل ‏ 12 


تد ل = هنا ال لما 3 < × نن 3(50-) 


039150 فنا‎ SSI lim e ونه كح‎ E 


٦‏ کر ل سر وہ ا 
عن م lim x +x+1=+‏ لأن +x+1=+o‏ قر lim‏ 
مو +ج× ہہ + جع 
کک م بے 3 عر تيال lim‏ لأن مح 3 يرج تر lim‏ 
ممہ۔ ج× مہ ۔ جے ×× 
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1 


سلسلة هباج 
التمرين ‏ 13 
۴ دالة معرفة ب = f)‏ 
4 
عين ,5 مجموعة تعريف الدالة ۴ ثم أحسب النھایات على أطراف مجموعة التعريف : 
الحل ‏ 13 e‏ 
ورف من جل 477270 ان 3 ہہ 
إذن + ]2:2-(عرط د | ب دكي CTC‏ 
كف دي ا را lim‏ = 100 سا لأن لما 2- < × فإن 4-2520 
لا y>‏ #-4] 2 3× اج 
وا0 :: im 1 = lim‏ لما 252 من 4-250 
x52 14-2 0+29 0‏ ارچ ± 
التمرين ‏ 14 
أحسب النهايات التالية 
4+ 5 1 5 
1ے = | lim sin(- 5 x)+ lim cos‏ 
کے م + ج-× 12+ ) 2 ( ۔ہج× 
5 اعم lim‏ 5 ساس كل 
x30. x x> + 2×‏ 
الحسل - 14 
x+4‏ 5 4+ 85 
اک lim cos‏ ۶ ]ده lim‏ لا lim = lim‏ 
2 ہے وہر پل 2-3 HESE TEE ES‏ 
cos(0)‏ هنا  >‏ لان 0= lim‏ 
ہم + x>‏ امه + xz‏ 
os) = ( 2‏ سن = )1 lim co‏ لأن <7 -۱-×× lim‏ 
) 3( وك +ج× ×2 مہ + جع 7 ×2 م +× x4 +0 XxX‏ 
lim c05(7/2)‏ - 
0 + ج-× 
١ 5 1‏ 1 
سک 0( رہ ہہ میں سے × کے۔ lim sin‏ 
x> -1 (x +1)‏ 5-2 ا 5 1ہ ج × 
+( 2 )مە لاہ شس دجن 170+ 
3 0< ر 
»+= لان 1= کے مله و 1-6 lim‏ 
#64 ود lim ZSAX‏ ل 
X‏ 0جيىع 
لنعتبر الدالة ۴ المعرفة على 112 ب ×× زه > (10 
f‏ قابلة للإشتقاق على 172 و × ہہ > (2)' 4 منه 1 - (05)0ع - (0)' 1 


Sax‏ سن 


و حسب تعريف العدد المشتق عند 0 فإن : 
× 0قوج× 0-× 


مهنا > f'(0)‏ 
0 جع 
إذن + 1= = lim‏ 


يموع ہے گا i‏ ںا 
ع 0ے 
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سلسلة هباج 


التمرين ‏ 15 
برهن أن من أجل كل عدد حقيقي × حيث 1 - < × فان : 


COS X 


إستنتج نهاية الدالة : عند 6 + 
إستنتج نھای ےت جاع oo‏ 


الحل - 15 , 


لدينا ؛ .۰<× إذن: ۴150 × أي 0 


1ع 
من جهة أخرى لدينا : 1 >< وہ ک1 - إذن : بضرب أطراف هذه المتباينة في نفس العدد الموجب 37 تحصل على : 
x#‏ 
1 1 1 


cosX x 21828‏ < ×1۔ 
x+1 +1 2+1‏ 


أي ہے جا ا 


اہ سا - 10 فإن حسب نظرية الحصر 
1+< ه+جير 1+×و+ج× 


0= «5مع "1ا و هو المطلوب . 


1+خ« 6ه + جير 
التمرین ے 16 
٤‏ دالة عددية حيث من أجل كل عدد حقيقي 1 < × فإن > ()1 > 
هل ؟ تقبل نهاية عند ص+ ؟ 5 
الحل - 16 
لدينا : وک الك د ا 
* 6 +جدير 1-× مو دجي 
و - SX‏ بو jim‏ 205 ب ×3 سرع 205 +3 
x x +o × x x> +0 Xx‏ مہ + X x>‏ ووع جع 


نتيجة : ہما أن 0= 


3x + cos × 


نتیجة : 


وے EP E 3x +cosX‏ 5 8 و ات 
x‏ ص +ج× 1-۔× +× 1-× 


فإن حسب مبرهنة الحصر ‏ تقبل نهاية عند © + و 3=(»)؟ [i0‏ 
تا 4+0 x‏ 
۴ دالة عددية حیث من أجل كل عدد حقيقي 0<× : 1 > |3= lf)‏ 
هل تقبل الدالة ۴ نهاية عند م + ؟ 1+ x‏ 
الخل ‏ 17 
من أجل كل عدد حقيقي 0 < × : لج > |[3- 80ا 
او سو 


5 1 او - وہ كد ھا رم وت سے 
x +1 x +1‏ 9 


1 
x +1 


0+ وتے 1 بے 1 فلا ہے سا 8 
بما أن 7 3= +3 lim‏ = -3 imا‏ لأن 0= lim‏ 
8 تج ات لج کت 1+ تيرم + ج x‏ 


1 


3- : منه‎ 
x +1 


> f) > 3+ 


فإن حسب مبرهنة الحصر الدالة ۴ تقبل نهاية عند ٠‏ + و 3=(ي)؟ تنا 


+o‏ ج گر 
التمرين ‏ 18 
٤‏ دالة عددیة حيث من أجل كل عدد حقيقي ۵0<×: × 2-> (»)؟ 
هل تقبل الدالة ۴ نهاية عند مہ + ؟ 
الصل ب 18 


الان 2 -> 24 همزا و 2+ 2->00) من أحلا 0 <ير 
ہہ +ج-× 
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مه - = f(x)‏ "ا (حسب مبرهنة الدرس) 
x3 +o‏ 
التمرين ب 19 
٤‏ دالة عددية حیث من أجل كل عدد حقيقي 0 < × : + ك1 < f)‏ 
هل تقبل الدالة ۴ نهاية عند © + ؟ 
اتحل ‏ 19 


ان م += ير کر الصا وہ × 4ط <( من أجل 0 ×× 
2 4 +ج× 
ا فان : م + = f(x)‏ 0[ (حسب مبرهنة الدرس) 
مم +ج8×ڈ× 


التمرين = 20 
1 بين أن من أجل كل عدد حقيقي × يكون 5> و20 +3 >1 


2ے هل الدالة _ حك جاع : ۶ تقبل نهاية عند ت +؟ 


3+ 2 cos x 

الخل 20 
- من أجل كل عدد حقيقي × .فإن : 1 عدووع >۶+لاہ 
منه : 260802 5 2- 
منه : 2+ cosx S3‏ 3+2 3-25 
منه : 5> × ومح 2 + 3> 1 و هو المطلوب 
2ه حسب السوال الأول فان : کت 3:2600 ک1 

1 
cosx 3‏ 2 +3 
= إنن: 1ک ه>؟/1 اي 0<» 


E O 


1 
و0 3+2 
منه : الدالة ۴ معرفة ب (1-×)» =()؟ 
أي 7= × =( 
إذن + 6+ يدن صصمنا- lim f)‏ لان 0< 
[+جہ× ×x++0‏ 
21 
1 بين أن من أجل كل عدد حقيقي × : 2-3 > x -3sinx‏ 
2 هل تقبل الدالة × دزو 2-3 جرع : ۶ نهاية عند ی+؟ 
القل - 21 


1 من أجل كل عدد حقيقي × لدينا : 1 > sinx‏ 
منه : 3- جو E E‏ 
منه : 2-3“ < × هزو 2-3× و هو المطلوب 


2 ہما ان م +=3- × صا و 3> ×<( من آجل 0 <× فإن 
ہہ + جے خر 


مه +=(»)۴ ا (حسب مبرهنة الدرس) 
ہم + ج × 

22  نيرمتلا‎ 

۴ دالة معرفة على IR‏ ب xsinx‏ 2+2 - 100 

هل تقبل الدالة ۴ نهاية عند © + ؟ ى عند مہ -؟ 

الحل -.22 


lim 100 > مهنا‎ x? +2 xsinx 


+o‏ جع مہ +ج× 
=lim x(x +2 sin x)‏ 
مہ + ج ×× ۹ 
0 معدي lim‏ 
مو + > لان و+ جع 
lim x +2sinx = +6‏ 


وك+جٗڈےڈ× 
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1 دمن 2 +2 صنا- 60 lim‏ 
مہ ۔ x‏ 6 ج ×× 
x(x +2 sin x)‏ ستا -> 
مہ ۔ ج ×× 
lim x=-o‏ 
مه +- لان 6 - ج × 
ہہ ۔ > lim x +2 sinx‏ 


x 4-0‏ 
لاحظ أن 2> × مزه 2 >2 - إذن يمكن وضع ۲-2810 حيث 2> 0 >2۔ 
lim x +2 sin x = lim a‏ 
منه : 


6 + جد عير مہ + ج-× 
lim x +2 sin x = lim x+a=-o‏ 
جع ہہ۔ x>‏ 
التمرين ‏ 23 : 
٤‏ دالة عددیة معرفة على المجال ]ا + ; 1/2-[ ب حا دو ریز 
20 
1- بین أن من أجل كل عدد حقيقي 1/2-< × : x+1‏ >( ڈے ‏ کہ 
2 - هل الدالة ۶ تقبل نهاية عند 6+ ؟ 1+×2 2221 
الحل ‏ 23 1 
1- 1/2-<× آئن : 1-<×2 ابی "25+1570 سه0 < ہے SE‏ 
من جهة أخرى : من أجل كل عدد حقيقي × فإن : 1> sinx‏ ک1۔ 
إذن : 1+×ک QI x-1Ssx+sinx‏ 


بضرب أطراف المتباینة (2) في العدد الموجب لے نحصل على : 


١1ےے‏ ٭سقف+د× EE‏ 2وہ 071 


2 ا جا‎ KEL 


و 
1 1 
٦‏ و 
1 2-1 8 221 1 ایی 1-× 
ہے وم أنه = سم 3- 
قسف 2 ا E‏ ور كا اہ 
فا لس رمد اید سے RO‏ نا 
6+ جے x‏ 
التمزينسة 24 


نعتبر الدالة ٤‏ المعرفة غلى ]4 ;2-] ب ]21 -] ء×: ×+ کت 12 


xe ]1:4] 4 2‏ : 
1 س هل تقبل الدالة + نهاية عند 1 ؟ 
2 هل الدالة ۴ مستمرة على المجال ]4 2-] ؟ علل . 
3 أذكر مجالا 1 تكون الدالة 4 مستمرة عليه . 


24 - الحل‎ 
lim f(x) = lim ×2 +× = 17+1 =2 : إذن‎ f(«) = x + x ےلما ]2:1۔]ء× فان‎ 1 
x51 5-3-3 
lim f(x)=lim x-=1=1-1=0 : لما ]م +;1] ع × فإن 1-×=(»]؟ إذن‎ 
x x31 


إذن : ()؟ صنا#()؟ صا منه الدالة © لا تقبل نهاية عند 1 
31× ال 
2 الدالة ۴ ليست مستمرة على المجال ]4: 2 -] لان یوجد عنصر و هو 1 من المجال ]4: 2-] حيث الدالة ۴ ليست مستمرة 
عند 1 (الدالة لا تقبل نهاية عند 1) 
3 - على المجال [3: 2] الدالة ۴ معرفة ب 21 ×=(»)۴ و هي دالة کثیر حدود . 
إذن : فهي مستمرة على 118 و خاصة على [3: 2] و هو المجال المطلوب (مثلا) . 
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التمريق ے25 
لتكن ؟ دالة معرفة على 1۸ كمايلي : 2>× -2×x+1:‏ × 
2حعرء: #X5‏ 1 حرسي 
1 - أدرس إستمرارية الدالة ۴ عند 2 . 
2 هل الدالة ٢‏ مستمرة على 1۸ ؟ علل . 
الحل -. 25 
من أجل [2: ۵-[ > × فان 1 + 2 ×=( إذن': lim f()=lim x -2x+1‏ 
x× 52 x 52‏ 
1+ (2)2- )و = 
1= 


lim f()=lim x +x-5 من أجل ]6 + : 2[ ع × فان 2-5 + ×= 400 آئنن:‎ 
x32 ×2 
-)2(2+2-5 


بما أن 1 = 100 f) = lim‏ صنا فإن 2 انام lim‏ 

×2 x52 x2 
1)0 - 22-2 +1 من جهة أخرى لدينا الدالة ۴ معرفة عند 2 بالعبارة‎ 
12( = (= 2)2( +1 =1 : منه‎ 
2 نتيجة : 1= (1)2 = (<)1_ 1153 إذن : الدالة ۴ مستمرة عند‎ 

X42 
۔۔ الدالة ۴ مستمرة على 112 لأنها مستمرة عند 2 و مستمرة على كل من المجالين ]0:2 -[ و ]60+ : 2[ لأنها عبارة عن‎ 
٠ دالة كثير حدود معرفة على كل من المجالین على حدا‎ 
26  نيرمتلا‎ 
-×*+×+2: ×>1 : أدرس إستمرارية الدالة ۶ المعرفة على +11 ب‎ 
7 A کی‎ e 


26  لحلا‎ 
lim f)=lim -x+x+2=-1+1+2=2 


x 11 1 3‏ اا 
= =1+ 2ع 1 +عدة  lim f(x%)=lim‏ 
ESAT RSI 2 2‏ 
نتيجة : (»)۴ 1113 (»)؟ نا إذن :۴ ليست مستمرة عند 1 
1-1 51 


إذن : فهي ليست مستمرة على 1۸ . 
و لکن ۴ مستمرة على [1 : [-٥‏ و على المجال ]0+ : 1[ كل على حدا . 
التمرين 27 
* دالة عددية معرفة كمايلي x1  :‏ : ےت 
ج 


03ء 
1 أدرس إستمرارية 4 عند 1 . 
2 - هل الدالة ۶ مستمرة على 112 ؟ 
الحسل 27 


من أجل ]م + : 1[ لا ]1 ٠:‏ -[ > × فان اع عو بإجراء القسمة الإقليدية نحصل على : 
x‏ 


o‏ ((۱(۱۷(۷۱/۸۱9۱((۱/(9/1(۷۷۷۱۷۷۱۸۸۷۰۷۷۸۷۸۷۷۱۷۷۷۱۱۷۱۷۷۱۱۱۷۱۷۱([۱۷۱۷۷۷۷۱۷۷۱۱۱۱۱۱۱۷۷۱۷۷۸۷۱۷۱۷۸۷۷۱۷۱۷۷۱۷۱۷۸۷۱۱۱۷(۱۱۱۷۷۱۱۷۸۱۱۱۱لہ۱۱۷۱۷۸۷۸۷۸۷۸۷۷۷۷۸۷۷۸۷۸۷۷۸۷۷۸۷۸۷۷۱۸۸۱۷۷۷۷۷((۱۷۷۸۷۸۸۸۷۷۷۷۷۸۷۱۸۸۷۱۷۸۷/۷۷۸۷۱۷۸۱۷۱۱۱۱۷(۱۱۷۱(۱۱۱۷(۷۱۱۱۷۱۷۷۲۱۱۷۱۷۱۶۷۶۱۷۷۷۱۱۱۷۷۷۱۷۱۷۱۷۱۱۷۷۱۷۷۷ 


لس 


من أجل ]ەە + : 1[ لا ]1 :م ۔[ء× فإن 1+ × + ×= و1 


lim f()=lim 3ے1+ر+رڑےر+رب+ثر‎ 

x51 ا‎ ۳ 
lim f()=lim د‎ +x+1=1+1+1=3 

x >1 x>1 

lim f(x) =3 فإن‎ lim f()=lim, f) =3 : بما أن‎ 
n اكع‎ x >1 


نتیجة : ہما أن 21000 فإن ۴ مستمرة عند 1 


2 - ہما أن ۶ دالة ناطقة على المجال ]ه + : 1[ لا ]1 :© -[ فهي مستمرة على هذا المجال و لکن 1 مستمرة 
أيضا عند 1 إذن ۶ مستمرة عند كل عنصر من 11 أي ۴ مستمرة على 17 . 


التمرین 28 2 
أدرس إستمرارية الدالة ع المعرفة على (1) - 2 ب 3خ شح دومج 
الحل 28 
٤‏ دالة ناطقة إذن معرفة و مستمرة على مجال تعريفها أي ۶ مستمرة على المجال ]+ ;1[ لا ]1 :© -[ 
التمرين -:29 
۶ دالة معرفة على 112 ب × هذه (- ) = f)»‏ 
لماذا الدالة 5 مستمرة على 1۸ . 
الحل - 29 

لنعرف الدالتین انا و ۷ كمايلي : 1 ج :دہ ۴ج ۲:٢‏ 

x x2 عر‎ XH sin x 


الدالة نا معرفة و مستمرة على 18 
الدالة ۷ معرفة و مستمرة على 1۸ 
إذن جداء الدالتين ا و ۷ هو دالة مستمرة على 1۸ أي : 
الدالة المعرفة ب × دزي (<- 2<) جا× معرفة و مستمرة على 112 
و منه ۴ مستمرة على 111 . 
التمرين ‏ 30 
۶ دالة معرفة على 1۸ ب 598 = (»)۴ . أدرس إستمرارية ٤‏ على .IR‏ 
الحل - 30 و 
لدينا + هو جداء الدالتين المستمرتین على 18 و المعرفتین بے : 005 جا وچ 
إذن :۴ هي دالة مستمرة على 1۸ . ا 
ان ود 
نعتبر الدالة ۴ المعرفة على ]2:1 -] كما يلي : x)» + ٤)۸((‏ = (×)؟ 
حيث الدالة (×): جا× هي الدالة جزء الصحيح للعدد × . 
1 - عين عبارة (»)۴ على كل من المجالات التالية : ]1 -:2 -] ؛ ]1:0 ۔] ؛ ]0;1] 
2 - هل الدالة ۴ مستمرة على ]25-1 -] ؛ ]2;0-] ؛ ]251-] 
الحل = 31_ 
1 نعلم أن الدالة جزء صحيح معرفة كما يلي : :×x€]-2;-1]‏ 2- 
دوه 


جار 


]1:0 ۔] عع: 1“ 
:xe [0;1[‏ 0 
إذن الدالة ۴ معرفة كمايلي : x(-2) :xe F2;-1[‏ 
]1:0 ۔]ء×: 5 = f()‏ 
]11ء ×: x(x+0)‏ 


أي :xe[-2;-1[‏ كيد 
:xe [-1;0[‏ کہ E‏ 
x2 :xe [0 ;1[‏ 
36 


2 الدالة ۴ معرفة على المجال ]1 - : 2 -] ب ×2- ×=( إذن هي دالة كثير حدود 
منه : ۴ مستمرة على ]1 -:2-] 
الدالة أ معرفة على المجال ٤] 2:1] ٣َ‏ × سام 
]1:0 ء٤‏ : پا سر 
إذن : ۶ مستمرة على ]1 -: 2 -] و2 مستمرة على 1:01 -] 
لکن هل ۴ مستمرة عند 1 - ؟ 
ا 3= 21(2217 lim f0) = lim E‏ 


x 5-1 x5 -1 
lim fx)=lim x -x=( 1-1 =2 
2-1 كه‎ 


إذن : الدالة ۴ لا تقبل نهاية عند 1 - إذن :۶ ليست مستمرة عند 1 - 
نتيجة : ۶ ليست مستمرة على ]0 : 2-] لأن] ليست مستمرة عند ٠-1‏ 
ہما أن الدالة ۴ ليست مستمرة عند 1 - و 1- عتصر من المجال ]1 : 2 -] فإن ۴ ليست مستمرة على المجال ]1 : 2 -] 


التمرين = 32 
باستعمال مبرهنة القيم المتوسطة برهن أن المعادلة 2 - - × 4 × تقبل حلا على الأقل في المجال [2 - ؛ 3 -] 
الل -32 


لتكن الدالة ۴ المعرفة على المجال [2 -: 3-] ب ×4- ×= ()؟ 
لدينا : 15 - = (3(3-4-3 ع = (3 £ و 07-(2 27-4 م = (2 ما 
ہما أن ۴ مستمرة على المجال [2 -: 3-] فان حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة 1 - (»)۴ تقبل على الأقل حلا على 
المجال [2 -: 3-] من أجل كل عدد خقيقي کا حيث [(22)] : (3 -8]ء ع1 أي [0 :15 :] ke‏ 
بما أن 2 - k=‏ عنصر من المجال [0 : 15 -] فإن المعادلة 2 - > ()1 تقبل على الأقل حلا على المجال [2 - : 3 >] 
أي المعادلة 2 - = × 4 - × تقبل على الاقل حلا على المجال [2 - : 3 -] و هو المطلوب 
التمرين ‏ 33 
3 2 8 3 ا بت ای ا کا و اعد 
نر لام امرف ی ل 0ج SKS‏ 000 8 
1 - هل يمكن تطبيق مبرهنة القيم المتوسطة لإثبات أن المعادلة 0 = (»)۴ تقبل حلول في المجال [2 : 0]:؟ 
2 تحقق أن المعادلة 0 = (1)5 تقبل حلا واحدا في المجال [2 ; 0] 
الل ب 33 
1 5 معرفة على المجال ]1 :0] با 1+ × 2 > ()1 (كثير حدود) إذن هي مشتمرة على ]1 : 0] 
۴ معرفة على المجال [2: 1] ب 3+ × 2-= )۴ (كثين حدود) إذن هي مشتمرة على [1:2] 
لکن هل ۴ مستمرة عند 1 ؟ 


lim لدینا 3 -1+(1-2)0+* 2 صنا- و1‎ 
xS1 x S1 

lim سنا رتا‎ -2x+3=-2(1)+3=1 

X> × 1 


إذن : الدالة ۴ لا تقبل نهاية عند 1 منه ؟ ,ليست مستمرة عند 1 
نتيجة :۶ ليست مستمرة عند 1 و 1 عنصر من المجال [2: 0] إذن ۴ ليست مستمرة على المجال [2 : 0]* 

إذن : ۴ لا تحقق شرط تطبيق مبرهنة القیم المتوسطة على المجال [2 : 0] و عليه لا يمكن تطبيق هذه المبرهنة 
2 حل المعايلة' 0= 100 


لدينا : ]1 0] 2x+1=0:xe‏ 
أو جه 1000-0 


ری و 2K20‏ 


أو 
مقبول لان .]1:2]ء3/2 3/2=× 


نتيجة : المعادلة 0 = (»)۴ تقبل حلا وحيدا هو 3/2 على المجال [2 : 0] 
سے 


مرفوض لا ينتمي إلى ]1 ;0] 1/2 --« 
ا اچ 
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التمرين ‏ 34 
* دالة معرفة على +11 ب- 3-2-4 - وم7 


1- أحسب (10 ؛ (1)0 ؛ (1/2 f)‏ ؛ (1-)1 
2 إستنتج أن المعادلة 0 = (×)۴ تقبل على الأقل ثلاث حلول في المجال [1 : 1-] 


ہے 3 رج ہكم 
4 4 4 

2 ۔ 4 -0-0= 0 

مھ نو دی 


کہ جج مم 3 93 
E‏ کہ OT‏ كت 
2 - الدالة 1 كثير حدود إذن هي مستمرة على 118 و خاصة فهي مستمرة على كل من المجالات 
[1/2-:1 ۔] ؛ [1/2:0-] ؛ [0:1] کل على حدا . 
و من جهة أخرئ : 0< )1/2 12 f( 1) x‏ 
: و 0 > (1)0 f( 1/2) x‏ 
و 0< f(0) x f(1)‏ 
إذن : المعادلة 0 = ()1 تقبل على الأقل حلا في كل مجال من المجالات [1/2 -: 1 -] ؛ [0: 1/2-] و [0:1] 
حسب مبرهنة القیم المتوسطة و عليه فإن المعادلة 0 > ()1 تقبل على الأقل ثلاث حلول على المجال [1 : 1-] 
التمرين = 35 
* دالة معرفة على المجال [6 315 -] ب : ×12 - ×= )1 
1 - أدرس تغيرات الدالة ٤‏ و شكل جدول تغيراتها . 
2 - ماهو عدد حلول المعادلة 30 = (1)2 


الل -35_ 
1 1 معرفة و قابلة للإشتقاق على [6 : 3-] و 12-×۴')(=3 
إشارة ()۴: (4-)12=3- ×3 يى ار وا اوم بار 
72 3 + |362-4 
منه : جدول إشارة (×)'۴ على المجال [6 ا 
x 3 - 2‏ 
FE (Ee‏ ۶60 
إذن"جدول تغيرات الدالة 4 على [6.: 3 -] : م 2 2 02 
اچ 
4 0 2 + 10 


و 100 
ہت 9 1 


9= 36+ 27-=)3-(12- تردے > (3ے27 


6 8+24 ۔> (2-)12 - 6 > (2-)1 

6۔ > 24۔ 8 > (12)2 - 2 > (1)2 

4 = 4 × 36 = (2 - 36)6 = (12)6 - 6(3) = (1)6 
2 حسب جدول تغيرات الدالة ۴ على المجال [6 : 3 -] فإن الدالة ۴ تأخذ القيمة 30 من أجل عدد حقيقي وحيد ) حيث 
6> >2 لان من أجل [6 : 2] > × فان [144 : 16 -] > ()1 و العدد 30 عنصر من المجال [144.: 16 -] 


منه المعادلة 100-30 تقبل حلا وحيدا . 
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9 

ج 

سلسلة هباج E‏ 

3 

و 

بين أن كل دالة كثير حدود درجته فردية تقبل على الأقل جذرا حقیقیا 3 
الل - 36 39 
لتكن ۴ دالة كثير حدود حيث 2+ × 21 + + اکر ہہج + f(x) = aq x"‏ 3 
حيظ FARO‏ ...0:84 معاملات حقيقية و © عدد طبيعي فردي حيث ۶0 مه چ 

چ 


نعلم أن ۴ مستمرة على 112 لأنها دالة كثير حدود . 


و lim f(x) = lim a‏ 
ہ ۔ ج × مہ ۔ ج× 
و اھ ا lim f(x) = lim‏ 
مہ + x>‏ م + ج x‏ 
إذن نميز حالتين كما يلي : 
f(x) | lim f(x)‏ سنا 
و نہ م6 ۔ہج-× 
۹+ || 0 0< مھ 
2 | + 0> مھ 0 
: و 
إذا كان 0 > م8 lim f(x) xlim ؛ن(>٥ jl‏ 23 
هه + جع م - ج ڈ×ر کچ 
إذا كان 0 <ہو f(x)<0 jli‏ سنا × 100 lim‏ 2 
ہم + +× مہ ۔ ج × 3 


إذن : من أجل كل عدد حقيقي غير معدوم م8 فان 10 سا( اذا و f‏ مستمرة على 11 
6+ ج عير = x‏ 
إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإن المعادلة 0 > (»)؟ تقبل على الأقل خلا حقيقيا . و هو المطلوب 
التمرین 37 
۴ دالة مستمرة على المجال ]دہ + : 3 -[ و جدول تغيراتها كمايلي : 


۷ 


هين أن المنحنى ٣‏ الممثل للدالة ۴ يقطع حامل محور الفواصل في نقطتين مختلفتين يطلب إعطاء حصرا لفاصلتیھنا: 
3 

اگ مستمرة على ]مه + ; 3-[ إذن ۴ مستمرة على [0 : 3-[ و مستمرة أيضا على [2 : 0] 

من جهة أخرى و حسب جدول التغيرات لدينا : 

الا ]3;0-] xe‏ فان ]ہ+:2۔] ء f)‏ 

الما ]0:2[ € x‏ فان ]2:4۔] € f(x)‏ 

گن ]ەه +;2-] 0٤‏ و ]2:4 -] ع0 

ان حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإن يوجد [0 ; 3 ۔[ € وا يحقق 0 = f(xo)‏ و یوجد [0:2] € × يحقق 0= (۴)×1 

ی النقط ذات الإحداثيات (0 : )ھ۸ و (0 :)8 تنتمي إلى المنحنی م٥‏ و ترتيبها معدوم إذن فهي تنتمي إلى محورالفواصل. 
سه ,© يقطع محور الفواصل في نقطتين متمایزتین .4 و 8 فواصلهما على الترتيب. 0> × > 3- و 2 >< > 0 


ن-38 
جدول تغيرات دالة ۴ معرفة على 1 كما يلي : E‏ 2 3 ا ا 2 
5 ب 6 2 
+o‏ 13 سے 
e‏ اک 1 
5 3 
: 5 9 
39 کے 
ل 


سلسلة هباج 
ا 
برر لماذا المعادلة 0= 2 + («)۴ تقبل ثلاثة حلول على الأقل في 1 
الحل ‏ 38 
المعادلة 0 = 2 + (»)۴ تكافئ 2 -= ()1 و حسب جدول تغيرات الدالة ۴ على 1۸ لدينا : 


لما [1- ;0 -[ ع« فان [6:13/6 -ڑے 100 0 لہ و ا f00‏ 
لما [1:2-] € x‏ فإن [ 13/6 ; 7/3 -] ء (ج16 یی جا 5 2< 

25 f) e ]- 7/3 : + فإن ]م‎ x e ]2 : + »] لما‎ 

ہما أن ۴ مستمرة على 1۸ و العدد 2 - هو عنصر من المجالات [13/6;-[ ؛ [13/6 ;7/3 -] و ]ه + : 7/3-] فن 
حسب مبرهنة القیم المتوسطة فإن المعادلة 2 - > ()1 تقبل حلا على الأقل في كل مجال من المجالات [1- : ہہ -[ 

[2 : 1-] ؛ ]مہ +:2] أي المعاذلة 2 - > (») تقبل على الأقل ثلاثة حلول في 1۸ منه المعادلة 0:- 2  ۴)»(.+‏ تقبل على 
الأقل ثلاثة حلول في 11 

التمرين 39 

۶ دالة معرفة على المجال [2 5 1۔] بے 1- 3= × 2 - 10 

1 أحسب (×)'۶ ثم شكل جدول تغيرات الدالة ۶ . 

2 بین أن المعادلة 0 = ()1 تقبل حلا وحيدا في [1:2] 


الحل - 39 
٦ے =6x%-6x=6x(x-1)‏ ماع ES‏ 
+ 0 اہ 0 + 109 
منه جدول تغيرات الدالة ۴ على [2: 1-] 
x |-1 0 1 2‏ 


100 + - + 
1 3 
f00 4 کے‎ (+0 


fC 1)=2(0 1-3017 -1=-2-3-1=-6‏ 
f(0) - -1‏ 
2-=1-)3(1-)2(1= (1)1 
f2) = 223-327 -1 = 16-12-1 =3‏ 
2 - من جدول تغيرات الدالة ۴ نستنتج أنه لما [2 : 1] € x‏ فان [3: 2-] € f)‏ 
بما أن العدد 0 عنصر من المجال [2:3 -] و مستمرة و متزايدة تماما على المجال [2 ; 1] فإن المعادلة 0= )1 
تقبل حلا وحيدا © حيث 2 > »>1 
التمرين ‏ 40 
۴ دالة معرفة على المجال  2[‏ 0] بس 2+2 وم f(x) = cos x-3‏ 
بين أنه يوجد عدد حقيقي وحید .© من المجال [× ;0] حیث 2= (1)0 
الحسل د 40 
لندرس تغيرات الدالة ۴ غلى [7: 0] 
۶ قابلة للإشتقاق على[ ;.0] وا ذالتها المشتقة : 
sin x)(cos x) - 30 sin x)‏ )1100-3 
sin × )c05 x - 1(‏ 3 - = 
sin X )- sin” x)‏ 3-= 
sin x x sin ×‏ 3= 
إذن + ! شارة (0' 4 هي إشارة × دزي أي موجب تماما لأن 512 . موجب على المجال ]5 : 0[ 


جدول تغیرات الدالة 1 : 


1-3+2-060- 2 + رواوہ 3-(0)تومه > (1)0 
4- 5+ 1 ےو +(1 3= 1(3-) 2-2 + روف 3 - )اہ ک7 
۴ مستمرة و متزايدة تماما على [0:7] 
ا اورا فإن [0:4] € ()؟ 
العدد 2 عنصر من المجال [4: 0] 
ئن المعادلة 2= 160 تقبل حلا وحيدا ت ايت ٤10:۸]‏ ين أأي یوجد ]× : 0[ € » حيث 7 = (1)0 
۴ نے 41 
آلة معرفة على 11 ب 1 - 37+ *×-= ()؟ 
أدرس تغیرات الدالة ۶ . 
س بين أن المعادلة 0 = (16 تقبل حلا وحيدا على كل من المجالات. [1::0-] ؛ [0;1] + [283] 


۴ معرفة و قابلة للإشتقاق على 116 . 


وم += × سنا 100 lim‏ 
مہ۔ج-× 6 تر 
مو کے ہو lim f(x) = lim‏ 
وہ + x>‏ مہ + ج-× 
6x =3 x(2 x)‏ + 7602-3 
مو + 2 0 مو عد 
جوو ا ا 


منه جدول تغیرات الدالة 2 : 


fO)=-1 
f2) =- (2) +3221 =-8+ 12-1 =3 

لنحسب (5-1 و (۴)1 و (۴3 كمايلي : 
دے ری وسر - 1ك 31+ 17م - > CD‏ 
1-1-(30+(1)--(1)1 
fG)== GJ + 3)3(2-1--1‏ 


نتائج : 
1 مستمرة على [0 ; 1-] 


fC) x f(O) >0‏ إذن : المعادلة ‏ 0 = ()1 تقبل حلا وحيدا على [0:: 1-] 
۴ متناقصة تماما على [0 : 1-] 
f‏ مستمرة على [1 ;0] 
| < إذن : المعادلة 0 = (2 تقبل حلا وحیدا على [1 : 0] 
۴ متزايدة تماما على [1 ; 0] 
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f(2) x fG) <0‏ إذن : المعادلة 0 = ()2 تقبل حلا وحيدا على [3 : 2] 
۶ متاقصنة تماما على [2;3] 
التمرين ‏ 42 
؟ دالة معرفة على المجال [7: 0] ب × زي + 2=( 
بين أنه يوجد عدد حقيقي وحید » من [2 : 0] بحيث » = (1)0 
الحل ‏ 42 
نعرف الدالة ع على المجال [7 ;0] ب sin x -x‏ 4+ 2 -00ع 
لندرس تغيرات الدالة ع على المجال [7: 0] : 
sin(0)-0 =2‏ ل +2 = )8(0 


۶ مستمرة على [2:3] 
5 


2-2 == ومن ل +2 - جاع 


x-1‏ ووه ل 6ع 


إشارة ()'ع : 6 
1 > <<اومه > 1- إذن : 1 > وه و کو 
۱ 1 
إذن رن با ک1 ا رای 
ادن 2 COS‏ 
أ 5-2 6ع >3/2- 
منه : 0 > g(x)‏ 


إذن : جدول تغيرات الدالة ع على المجال [7: 0] : 


من جدول تغيرات الدالة ع نستنتج أن : 
٦ع‏ مستمرة على [* ;0] 2 
کت عم 
ع متناقصة تماما على [5 ; 0] 2-75 

دن : اا یت » من المجال [× : 0] حیث 0= (8)00 


أي : يوجد عدد حقيقي وحید 8 من المجال [: 0] حیث 0= »د هلو 2+7 


أي : يوجد عدد حقيقي وحید ©0 من المجال [5 : 0] حيث »همه ل +2 

أي : يوجد عدد حقيقي وحيد » من المجال [7 : 0] حیث »= (»)۴ و هو المطلوب . 
التمرين ‏ 43 

۶ دالة معرفة على ]مه + : 0] ب (2/-× )= 100 

1 - بین أن ۶ متناقصة تماما على المجال ]2 : 0[ > (1 

لتكن ع دالة معرفة على 52 ب ×-(»)؟ = (8)8 

2 بين أن ع متناقصة تماما على (1 . 

3 أحسب (0)ع و (2)ع ثم إستنتج أن المعادلة ×= (1)5 تقبل حلا وحيدا في المجال 1 . 


الحل - 43 
1 2 قابلة للإشتقاق على المجال ]2 : 0[ و دالتها المشتقة : 
f= DL E (R2)‏ 


إذن : ۴٠)(‏ من إشارة 2- × 


اعت 22 ×> مانن : 2< <x‏ 


۳۹۶۳ 
أي : 0> 2ل x‏ > 2ل۔ 
1106-0-2 

إذن : ۶ متناقصة تماما على المجال ]2 : 0[ 
2ے لدینا : ۴ متناقصة تماما على (1 حسب السؤال (1) 
و الدالة ×-جا× متناقصة تماما على المجال 10 
إذن : الدالة ع متناقصة تماما على المجال (1 لأنها مجموع دالتين متناقصتين ٠‏ 
3- 5-0-2( 0-7 = )2(0 


2--2-2( 012-072 > نع 
ع مستمرة على [0:2] 
۳ 


0 > (2)ع x‏ )8(0 
ع متناقصة تماما على ]0:2[ 
إذن : المعادلة 0 = (»)ع أي 0 = × - (»)۴ أي ×= (»)۴ تقبل حلا وحیدا في المجال 0 . 
التمرين ‏ 44 
اتعتبر الدالتين 1 +<ل جا×:؟ و توا جبوورع 
بين أن المنحنيين 7©) و (0)) الممثلین للدالتين * و ع على الترتیب يتقطعان في نقطة وحيدة فاصلتها ملا 
حیٹ 3/4-> 0× > 7/8 - 
الحل ‏ 44 
آذا وجدت نقطة تقاطع بين 0©) و (و) فإن فاصلتها ‏ تحقق المعادلة (×)ع = (»)۴ أي 0 > (×)ع - ()؟ 
التعرف الدالة 5ا كمايلي : f()- g(x) = (x +1 +x?‏ جب ×: ط 
الندرس تغيرات الدالة جا على .11 : 
[١‏ معرفة على ]+ : 1-] 
o‏ +- عط حصنا 
0 + > × 


1 قابلة للإشتقاق على ]ہہ + : 1-[ و دالتها المشتقة كما يلي : 

2 1 أ' 

× 3+ شح ےم اط 
۲ك" 


1 2025 
3x >0‏ 
لينا : من أجل كل × من ]0 + ;1:[ :فان م مح لت 
271 


x+1 
[-1:+ آي تا متزايدة تماما على ]مه‎ 
:  ةلادلا منه جدول تغیرات‎ 


کی : مو كا أي .0< خط 
0-5 


1 - - ٹرری +1+1۔]>(ائط لہ 

من جدول تغيرات الدالة ط نستنتج أن لما ]م + : 1-] © × فان ]ه+:1-] € h(x)‏ 

يما أن العدد 0 عنصر من المجال ]دہ + ; 1-] و الذالة 1 مستمرة على المجال ]٥ہ‏ + : 1-] فإن المعادلة 0 > (>)ط تقبل حلا 
على الأقل على المجال ]٥ہ‏ + : 1-] و بما أن 18 متزايدة تماما فإن هذا الحل وحيد . 


ن جهة أخرى : 7 ۰ 
> )[(- پا ٹر" د 2-7 
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كسك دوه -“ ع اس نے 
E, 0 َ 2 6‏ 3 


3 1 مستمرة على [3/4 - : 7/8 -] 

h(- 7/8) xh(- 3/4>0[ 7 

إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإن المعادلة 0 = (×)ط تقبل حلا على المجال [3/4 - : 7/8 -] 
أي يوجد [3/4 - : 7/8 -] € » حيث 0 = (0)ط أي (م)ع = (1)0 

منه النقطة ذات الفاصلة » مشتركة بين المنحنين 00)) و (00) و هي وحيدة . 

45  نيرمتلا‎ 


:4 أعداد حقيقية. نسمي (0) التمثيل 
البياني للدالة ۴ في معلم . 


عين الأعداد ھ :ا و ;ل التي تحقق الشروط التالية في آن واحد : 
7 المنحنى (©) يشمل النقطة (4 ;۸)0 
” المنحنى (©) يقبل مستقيما مقاربا مائلا عند © + و ©- معادلته 3+×2= ل 
> المنحنى (©) يقبل مستقيما مقاربا معادلته 1 = × 

الحل - 45 

تكون النقظة (4 : ۸)0 تنتمي إلى المنحنى (0©) إذا وفقط إذا كان 


0(4 آي 


5 2 
+d‏ 
أي : 74 سا سے d#0‏ 
يكون المستقيم ذو المعادلة 1 = × مقارب للمنحنى (©) إذا وفقط إذا كان © E‏ یت أي lim x+d=0‏ 
أي 1--4 1جى× 


يكون المستقيم ذو المعادلة 3 + ×2 = ر مقاربا مائلا للمنحنى (0) عند مہ + و ہہ - إذا كان 2+3 تا + ٤×‏ من أجل 
كل × من 11 . أي 2 >2 و 56-3 


إذن المساواة (1) تصبح : اع وت أي : 4-ع-3 


أي 1ددع 
خلاصة : 8-2 3=ط ; 1- ده :اھ إذن : ل 3+ x‏ 2= 
التمرین د 46 
۶ل معرفة على رع 2 ب 23 ×6+ 13 ےم 
1 - عين الأعداد الحقیقیة هم ;ظط وزع +7٢‏ يكون ر ہچ f)=ax+tb+‏ 
xX‏ 


2 - إستنتج أن المنحنى (©) الممثل للدالة f‏ يقبل مستقيما مقاربا مائلا (4) عند © + و ہہ - يطلب تعيين معادلته 
3- حدد وضعية المنحنى (0) بالنسبة إلى المستقيم (4) 
الحل - 46 
2 3 1 
OS | 750‏ 35+ 
ت1 +») 2+1 
لنجري القسمة الإقليدية كما يلي 


f(x) > ا‎ 


O ES ٦ 
$ +2 x +x KI 
xX +5x+3 
ٹر‎ +2 x +1 
CE 


Gx +2)‏ + رر 2+2( جيم =3 عر مدرو + تر 
ORF 3 3K22‏ سر3 ےم کر 


منه: حي + ]+ير- 
x +2x+1 26 4227 1‏ 


3x+2 
: هو المطلوب‎ x) = El أي : شس‎ 
1 عم‎ +1(2 
إنن: آحھ 0 0 3 2ج8‎ 
بب تب‎ 3×2 E: 
ج × اج‎ © 02+17 
5362 
> جي سوا[‎ 
xz ر2+ظثرم‎ +1 


0 = إذن : المستقيم ذو المعادلة 1 + ×= ل مقاربا مائلا للمنحنى (0©) عند 0ه + و - 


و5 02 
3 ے لدينا 17+( -(1 + -100 


إذن ! شارة (1 + ») - 1060 من نفس إ شارة 2+ × 3 لان 0 <”(1 + ») 
x -0 -3‏ 
9 2 وو 


x -0 -3 
200-+1(| - + 


لما ]2/3 : ہ ۔[ء × : 0> ([ +2)-(12 إذن : (©) تحت (ھ) 
لما (2/3-)» x‏ : 0< (۴۰1۱)- )۴ إذن : (©) يقطع (۵) 
لما ]مه + : 2/3 -[ء x‏ : 1(<0+») - 8 إذن : ©) فوق (4) 


التمرين ۔۔۔ 47 
۴ دالة معرفة على وت 6 +1 = = (×)۴ و (©) منحناها في معلم . 
1- أحسب lim f(x)‏ ثم ])2+ lim [f)- (x‏ 

مه + + Xx‏ ہہ+ مج ×× 


2- إستنتج وجود مستقيم مقارب مائل (4) للمنحنى (©) عند © + 
| 3-أحسب f(x)‏ تنا 


| 6ه - ج-× 7 

١‏ 5 5 یس لگ بے 5 ا 
4 عين العددان الحقيقيان »© و 8 حيث جو i‏ : 00 لان 
5- إستنتج أن المنحنى (©) يقبل مستقيما مقاربا (۸) عند ١‏ - يطلب معاذلته . 


الحل ۔۔ 47 
ا د لنتحقق آن ۶ معرقة على 171 
۶ معرفة إذا كان +4x+5>0‏ خر 
0> 4-=۸=16-20 إنن : من أجل كل R‏ © × فإن xX +4x+5>0‏ 
منه : ۴ معرفة على 18 . 
((x%=+o‏ صناء وم سنا 
مم + چ × 


x4 +‏ 
lim [f&)-(x<+2)]=lim 24+5 -(+2)‏ 
مہ + چ ر وہ + جع 


r 2 
=lim  ][*+4«+5 GE EE 
x7 +4x+5 +(x+2) 


x> +o 5 
i تر‎ +4x+5-(x +2) 
x3 +o x +4x+5 + (x +2) 
جع 4+ ٹر وت‎ 5 2-4-4 


x +4x+5 +12‏ م+جہ>× 


1 


سے کات با ھن یم lim‏ = 
+x +2‏ 5+)ر4 + کول مہ + جہ × 
0= 
2 حسب السؤال (1( £ 0= ])2 + lim [f()- (x‏ 
6 +جع 
إذن : المستقيم ذو المعادلة 2 + ×= ل مقارب مائل للمنحنئ (©) عند + 
(x =+ 23‏ سنا م1 lim‏ 
مجر و۔ج× 
2 7 
23 2+45 7 رك i‏ 
x‏ مہ۔جہر × من جايير 
AU)‏ 
=lim‏ 
5 مہ ۔ ج× 
25 
کس + xl j1+=‏ 
قد لس تو سے مالك ا نأ مك مر" 
Xx‏ 6 - جع 
تر کے ×۔ 
سن کل اساك لان لما × يؤول إلى ہ۔ فان ×د= || 
x‏ مه - جو 
اج 
+= +1 ا۔ سا -> 
x x‏ 6 - ج پر 
i --1‏ 0گ ) limi! 4 =i‏ 
نتیجة :لت کا غم - جاير × مون جدعير 


lim [f()-=ax]=lim  ھج(+×‎ 
4 =0 × ج‎ - © 
=lim ۳٣ 
× م ۔‎ 
ير4 + خرل‎ +5 =x 


=lim . [xX +4x+5 +x] x 
عر 4 + ٹل 1 يد‎ +5 -x 


x + 4x +5 — x? 


مس 3615-4 سو ا lim‏ = 
4x +5 x‏ + تر لإ 3-0 x‏ 
4-5 1 
233 1ا - 
+4x+5 x‏ شي ل م - جدير 
3 
(2جمء 


سلسلة هباج 


5 -لنينا +  fO)0+x=-2‏ سا 
ہہ۔ ج× 


إذن : lim f(x)+x+2=0‏ 
هدجي 
أي : 0= lim [f() - (-x-2)]‏ 
مہ ۔ ج Xx‏ 
منه : المستقيم (۵) ذو المعادلة 2 - × - > ر مقارب مائل للمنحنى (0) عند © - 
التمرین = 48 


* و 8 دالتان معرفتان على الترتيب على 1۸ و 1۸ كما يلي : 
1 ++ 2ل = f)‏ 0 ع4 + =x‏ ریع 


1 أحسب lim _ f(x)‏ ثم g(x)‏ سنا 
6+ ج ڈ× 6+ جع 


س أحسب 1 5 1 1 35 1 
-تصب [( ج جع)- كاي سنا وى [(2+)- هقان سا 
ماذا تستنتج بالنسبة للسلوك التقاربي للدالتين ۴ و ع عند © + . 


ہے += (x‏ صنا- و4 ہلا 


ہ+جر ہہ + جع 


lim صصنا- ومع‎ (x =+o 
x> +o تر‎ +6 


1 2 کا 
1 [(+)-1++ کال سز =[(1 +»-هعاي, سن 


کا ETA‏ 
062 مات رط E‏ 
mên)‏ ميدق ۰ے 


۸۷|) 


سلسلة هباج 
بک ٠‏ 


۰ َ2پ و0 + وج 


2 2 1 
2 +x "0ز و‎ 
Xx Xx x 


پا صم گھے ي lim‏ = 
وجي 1ج ل ب و 
3/4 بے 
ےکس ا کے ج مہ ہے 
ھا ا ا 
2 20 
ST EFE RTA‏ : 
لهم عه لاي im, fe (+ D]= im‏ 
x +4 x + (x + >‏ 
سے ھن ا کا سے ل ا 
(x+L)‏ +ع4+تم کا و 
2 1 2 2 
8000ھ" x + 4 x- (x‏ 
گے ٹس سس سس lim‏ = 


220 وو+ ج x‏ 


1 
× ( 

: 1 = lim 4x 
lim 0ے س‎ xy +o 4 1 
ج×‎ +0 4x ہے‎ U عد عو کا‎ 18: 

4 1 3 2 : 
lim = =0 ۸ لان‎ = 
x اوه برج‎ 2 1+1 
liri 1-0 2 
x> +00 2× 2 : تتیجة‎ 


> عند + : 0-[( له +*) -(1] زا إذن منحنى الدالة ۴ عند +٠‏ يقبل مستقيما مقاربا مائلا معاذلته 
2 6+ جد ير 
جرد أي في جوار +٥‏ الدالة ۶ تسلك سلوك دالة تالفية من الشكل f0) =x + Û‏ 
HESS A2‏ مع [(1+ع)-ممع] صنا إذن المستقيم ذو المعادلة کے لیس مقارب لمنحنی 
x3 +o 2‏ 2 
الدالةع ٠‏ عند 5ه + و للبحث عن سلوك تقاربي للدالة ع عند 0+ لدينا : 
3 1 5 
-(-2+غ)- 1 
کر ا م 
3 1 5 
أي : 2-0 2( 0-062 lim‏ 
ي <( + -مم ‏ سنا 
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3 1 1 3 

1 +ع )دنر‎ =+ = )= 
EEF) 
lim ممع‎ =(x+2)=0 

x 5+6 


إذن : المستقيم ذو المعادلة 2 + ×= ر مقارب لمنحنى الدالة ع عند ه+ 
منه الدالة ع تسلك سلوك دالة تألفية من الشكل 2+ ×=(×)ع عند ه+ 
التمرين ‏ 49 
۴ دالة معرفة على ]+ ;0] ب 42 + 2 +1 + - 1 


نسمي (0) منحناها البیاني في مستوي منسوب إلى معلم . 

1 بين أن المستقيم (4) ذو المعادلة 3 + × 2= ر مقارب للمنحنى (6) عند © ٠7‏ 

2 أدرس الوضعية النسبية ل (©) و (4) 

49  لسحلا‎ 

ب (3 +25۴)۔ ع4 + تل [f(x)= )2 x + 3([ = lim 7 x+1+‏ 
00ت و 


=lim x +4x د‎ -)+2( 


x> +o 


x +4x تراج‎ +(x +2) 

zim 2 x +4 x - (x + 2)] x 
ع4 تر‎ + (+2) 
x +4 x- (7 +4 x +4) 0ت‎ 


2+ 4+ ندل 


4- جا 
وى ب 
0= 
نتيجة : المستقیم ذو المعادلة 3 + ×2 = ر مقارب, مائل للمنحنى (©) عند 0ه + 
2 لندرس إ شارة الفرق : (3 + ×2) - (×)۴ على ]6+ : 0] : 
x + 4 x - (2x +3)‏ + 1 +ع - (3 +ع 2) = f)‏ 
-x-2‏ )4+ ٹول = 
(2+») ۔ x» +4 x»‏ = 


لنبحث عن قيم × من المجال +٥]‏ 0] ختى يكون 0 < (3 + ×2) - (1)0 


Vx? +4 x -(x +2) <0‏ يت 0< (3 ++ 2) f()=‏ 
(1).... (2 +ع < x‏ 4+ × جه 
بما أن 0< 4+ × ]و x×+2<0‏ لان ]ہہ+:0] € x‏ 
فإن المتباينة (1) ککافی *(2 + ) > 24x)‏ ل 
تكافئ 4+ ير 4 + تير > +4K‏ 2 
تكافئ 4 0 و هذا مستحيل 
نتيجة : المتراجحة 0 < (3+ × 2) - ()1 لا تقبل حلول على ]م + : 0] 
إذن : من أجل كل × من المجال ]+ : 0] فإن 0 > (3+×0) =( 
أي : المنحنى (0) دائما تحت المستقيم (4) من أجل ٥]‏ +: 0] © × 
التمرین ب 50 
۶ دالة معرفة على 118 ب |1 ا + > 1)0 
نسمي (0) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 
1 عين 0 مجموعة تعريف الدالة ۴ 
2 أحسب نهايات الدالة 8 عند م + و و - 
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lim 


6+ ج-×ر 


سلسلة هباج 


: IS 3 
im دا‎ 1x] 0 سن‎ 0+ x] أحسب‎ 3 


4 - إستنتج أن المنحنى (©) يقبل مستقيمين مقاربين مائلين (۸) و ('4) . يطلب تعيين معادلتيهما 
5 حدد وضعية (©) بالنسبة إلى كل من (4) و ('4) 


الحل - 50 
1 من أجل كل R‏ € × فن 1|<0- ×| 3 1 E SEE‏ 
إذن :£ فة غىي 18 اي -ط - 7 / 2 0 3 2-11 
2 لنكتب (×)۴ دون القيمة المطلقة : 
al‏ +: 1[ لا ]ابه xe‏ : ادل عط - 
f(x) =‏ 
لامك ع ۶ل +1 
إذن : ج7 يمنا lim f)‏ 
2 ام+جیىی :60+ جور 
کی چر+ پر - سنا = لان ×= || في جوار + 


ہم + چ × 
+ = 
lim f(x) = lim AES‏ 
Xx >-0 2‏ 0-> × 
f Ei 1 1‏ 2 
1« 0 دنا - لأن ×-= |×| في جوار 6 - 
Ko 2 x‏ 2 
1 + اد =lim‏ 
١ 2 x‏ ج × 
میوب+ہے لان 10 lim‏ 
مم ت× 
ات ا EE FETT‏ سز > lim [feo + 3 x]‏ 
2 2 6 جاع 2 ج × 
+x‏ 1 ٹڈ lim‏ = 
مہ ۔ × 
=lim (EI NS‏ 
CT‏ ات 
دک یا lim‏ = 
کے سی سر سی 
متا - 
لجع 
0= لان + =×- 1= × lim‏ 
مجع 
7 1 : 
هنا x,‏ 2 و10 lim‏ 
م + × 1 2 ا 
lim‏ = 
0 + ڃ × 
50 


En x 1+ 


e =1 +x 
: Ss 
7 =lim کی خ ي‎ 
1 غرلیتہ+جہ×‎ _[ +x 


1 
/ 
1 


a | ©‏ رت 1 
چرخ زا ول + جد × / 
4 ۔ نتائج : i‏ 
١] - )- 3 ([ =‏ . نا إذن المستقيم (4) ذو المعادلة ےو قارف مائل! للمنخنى (0) عند © - 
2 مہ ۔ x‏ 
# 0-[×1-(] تهنا إذن المستقيم (ھ) ذو المعادلة 1x‏ = ر مقارب مائل للمنحنى (©) عند © + 
7 مو+ ج ×× 
کے رین 52 10-3 6 


.2+ تال عع 1 - - ودش -) - وه 


ای سک 
9٤‏ "ھت 0> 3 7-06 
)1( 
إذن : نميز حالتي 
الحالة | (1)- 0:< × إذن المتراجحة (1):دائماامتفقة 
الحالة (2) 0> × إذن المتراجحة (1) تكافئ _ ”(×-) < 3 (I-11‏ 


×-< |1- ها جب 


تكافئ x‏ > 122-11 
[1- > و ترح تر 
تکافئ أو 
بؤاکنپر کے رٹ EES‏ 


أو 
RST LSD‏ 
تكافئ 0 <S‏ 12 > 72 
1 7 تفی کے سا 
تکافئ 0> *« > 1- و کا ڪڪ 
۷۳۵ 8 


1->* و 1<0- مستحیل 


2O‏ ا وو 
تکافئ کش 
22 


کا :ا 0<» : 0< (:3 )0 إنن ©) فوق (۵) 


)۵( إنن ©) فوق‎ 0= )- 3× ( <0 ٠ 
ا‎ ٠ )۵( لما = : 0= )×3( =0 إن (6) يقطع‎ 
إنن (©) تحت جن‎ (- )- 3 ×( >0 : x> لما سے‎ 


سلسلة هباج 


f= 3x =-3x+ #11 - 1x 
= × 
100 - 1x>0 إنن : ال ت‎ 
SS AIS XEC. (1) 
: نمیز حالتین‎ 
إذن المتراجحة (1) دائما محققة‎ × >0٠ )1( الحالة‎ 
(۸ الحالة ۔(2) 0 <× إذن المتراجحة (1) تكافئ ”× <2-11(2ا‎ 
XE IEE تكافئ‎ 
تكافئ < 2-1 وز -1:< ع«‎ 
USK ای وہ ہے‎ 


2 و 1<× (مستحيل) 


تکافی 
نے و 21ے 2 02 
جو ۷ ساھ ےی اط ,ونه دہ 
2 2 
تقافیئ > × >0 
2 
خلاصة : لما $0 1 >o‏ 0-1 إذن المنحنى (0) فوق المستقیم (40) 


لما ل > 05 : 0< × - 100 إذن المنحنى (©) فوق المستقيم (4) 
=× : 0= × ل - 1000 إذن المنحنى (0) يقطع المستقيم (40) 
<× : 0> ×3 - 1 إذن المنحنى (0) تحت المستقيم (4) 


52 


2 التمرین = 51 2 3 
٤‏ دالة معرفة على المجال ]0 + : 2 -[ ہے ا قاع 
نسمي (©) منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم . 


1- أحسب lim f(x)‏ ثم ×-(د۶] lim‏ 
مہ + ج خر 6و + ج جج 


لیکن (۶) المنحنى الممثل للدالة ”× ج× في نفس المعلم 
2 إشرح لماذا المنحنيان (©) و (۶) يتقاربان عندما یؤول × إلى © + 
للخل 51 : 
کے گ۔۔' lim Sm‏ 
٭ مو + جد عير مم + ج خر 


f) = 


x +2x%2+1 ہے‎ 

× کے 
302 م + 

x +2 x + 1-2)» + 2( 


lim [f() =x] = lim 
x4 +6 ون‎ 


=lim 


2_ ہما أن 0= [×-()] اذ[ فإن كلما إقتربت الفاصلة × من 5 + إقترب العدد (×)۴ من ”× أي 
x++o‏ 


نقط المنحنى (©) متقاربة من نقط المنحنى (6) و عليه يمكن القول أن المنحنيان (©) و (8) متقاربان عند هه + 
التمرين ‏ 52 
۴ دالة معرفة على ]مہ + : 1[ ب شق 3 - 0 
تسمي (©) منحناها في المستوي المنسوب إلى معلم ٠‏ ای 
1 - أبحث عن منحنى (۶) مقارب لمنحنى (0) عند مہ + ثم حدد الوضعية النسبية ل (©) و (۲) 
2- هل المنحنيان (©) و (5) متقاربان عند © - ؟ 
لحل 52 


lim f()=lim مان : 2۔گرو‎ 
x>+o x> +0 x 


lim 2 لان‎  - + م‎ 
x> ومو+‎ X 
lim  [(fO-GDJ=lim 32-2-32 
x> +0 x> +0 x-1 
شك وؤفنا-‎ 
جير‎ + XxX—1 
=0 


فإن المنحنى (©) يقترب من المنحنى (۴) ذو المعادلة × 3= عند 6© + 
وضعية (۴) بالنسبة ل (6) 
ترس إ شارة +423 على 218 
2 = شه قرو و 
x-1 1—x‏ 
اخلاصة: لما 1>× :0< ×3-()؟ إذن : 0) فوق (5) 
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لما 1<× : 0> f)(-3×‏ إذن : (©) تحت ری 


سلسلة هباج 


2ک معرفة على المجال ]1 ;ه-[ و ه+ - 200 lim‏ 
مو۔ جدعر 
وایضا 0= 2 صنا- كت ة- وم lim‏ 
1-۔× مهد دجي مہ۔ج ر 
إذن : فعلا المنحنيان (5) و (0) متقازبان أيضا عند هه - ۔ 
التمرين ‏ 53 


1 دالة معرفة على المجال 8# ب كد + ل =( و ©) منحناها ۔ 
XxX‏ 


أبحث عن منحنی (5) لدالة مرجعية مقارب لمنحنى (©) عند © - و عند + ثم أدرس الوضعية النسبیة ل ©) یا 
ل[ 53 


0 × سنا > [ لل - وم] دنا (ه يعني + أو ص -) 
xo x xo x? +1‏ 
إذن : المنحنى (۴) الممثل للدالة المرجعية ×/1 جا× مقارب للمنحنى (0) عند وہ + و م - 


الوضعية النسبية : 3 = f-21‏ من إشارة × كمايلي : 


1× يه 0 مہ - x‏ 
+ 1 - مہ 


خلاصة : ما 0>× : 0> وہ إذن : (©) تحت (۲) 


لم01 <× : 0< 2 ۔ 400 إذن : ©) فوق رم ۔ 
التمرين ‏ 54 8 
۶ دالة معرفة على المجال ]مہ + : 0[ ب ل =( و (©) منحناها . 
xxx‏ 


أبحث عن منحنى (7) لدالة مرجعية مقارب للمنحنى (©) عند + ثم حدد الوضعية النسبية ل (©) و (ئ) 


الحل - 54 
E E 020071‏ صنا- [×ل-80] . lim‏ 
x> +o xx‏ م + x>‏ 
+1-x x xx‏ %2 لے 
لد مم + جعي 
انت زات 
×٭ 6 + جع 
١ 1‏ 
lim‏ = 
xx‏ 6+ جع 
0= 
فإن المنخنى (0) الممثل للدالة المرجعية ×| <× مقارب للمنحنى (©) عند 6 + 
3ظ 1 
الوضعية النسبية : ےچ - وول نان 
ہر x‏ 
بماأن ۵<× فان 0< أي 0< 0-۴م2 
۹ئ 
منه : المنحنی (0) فوق المنحنى (7) من أجل 0 <× 
التمرین ۔۔۔ 55 2 
۶ دالة معرفة على المجال (1:4-) -8 ب تھے 10 
5-3-4 
1- أوجد الأعداد الحقيقية د : ط : ء بحيث من أجل كل عدد حقيقي × من (4 : 1-) - 12 
3ت b‏ 3 
يكون : + ہے ++ع- م1 
يكون E ET‏ @ 


2- أحسب نهايات الدالة ۴ على حدود مجموعة تعريفها . 


ا چتے _ صسسےععەسےےےےےےےے ے[ژۃأ ےے نے و ا 
54 


7ھ (1 +ح)ء + (4- اتا +(4- 1(۴ a+‏ _ 0022ھ“ 
x+1 x-4 (x + 1)(x 4)‏ 
ax -3ax-4a+bx-4b+cex+e‏ _ 
xX -3x-4‏ 
ax +(b+e-3a)x-4a-4b+c‏ _ 
x -3x 4‏ 
إذن : يكون كع + ل + 4=( من أجل كل عدد حقيقي × من (4 : 1-)- ۸ إذا وفقط 
x-4‏ 1+ي 
7ھ 2-1 
إذا کان : ا أي به ل 
۱ء + تا 8-4 4۔ 0+4 4-...: 0 
بطرح (2) من (1) نحصل على : b+c-(-4b+e)=5-4‏ 
أي : 61ؤ 
أي : 5ھ 


منه حسب العلاقة (1) 2ك كد جا وس 


3 1/5 24/5 a ae 

نتيجة : حا ہا عام 001 

5 4-ع .1+× 0 

2 - لدينا مجموعة تعریف الدالة ۴ هي : ]مہ + : 4[ لنا ]4 ; 1-[ لا ]1-.: ٠‏ -[ > ط 


- 5 + کل +1 ,صا ها 
4× 1+× مجر ٹڈ 


5 + 1/5_ +1 جٌطلا- (-- lim‏ 2 
۲۱۰-4 روجع اد 3 
قال ب ار وراك 3 
2 و و كر 3 
3 
= چ 
كلك + lS‏ +1 سنا وم : lim‏ ج 
#4 ور جم | امو 3 
5 + قلا +1 ومن - 3 
y a‏ 0< ر 
0 += 
۱ 
5 مہ 1+45 lim 10 > lim‏ 
x54 +892, 7‏ 
مر ھا ور ہے 
E1 ¥‏ 0 کو 
مہ = 


0+00۳" 


x24 X254 x+1 +24 
=lim 1+5. + 5 
y 50 4+1 
= + 0ه‎ 
lim ر 245 + خلا +1 سناد وم‎ 


xy>+o0 مص+جم‎ ×+ 1| ×4 
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سلسلة هباج 


التمرین -56 

باستعمال تعريف العدد المشتق أحسب النهايات التالية : 

او ا 5 شش ری فا 
x ×0 x‏ 0ع 

lim 7 1-e 26 li : د‎ 07 
ےن جع‎ x> 

2 

7 0 7 ح1 سر سا 
x-1‏ 1ج× E‏ سی 

2 a x(x+1-6 
3۔× 3جہ×‎ 

الحل - 56 


1 نعرف الدالة 4 : 1+« جاx×:؟‏ 
۴ معرفة و قابلة للإشتقاق عند 0 و عددها المشتق (۴')0 هو كما يلي : 
f(x) = 10‏ 


f'(0) = lim : تعریفا‎ 
x+>0 


1 


201 

ہے ے a,‏ اده RT‏ 8 

نتيجه : 2 = )0(' f‏ 7 وت 

2 نفس الدالة ٤‏ المعرفة في (1) قابلة للإشتقاق عند 3 و عددها المشتق (3) هو : 

f) = fG) 
×-3 


إذن : 2> 


0> 


تعريفا : مهنا > f'(3)‏ 
3ع 


الدالة المشتفة : ل =( 


ف 4 = )£0 = 222 1 


3 - نعرف الدالة۴ : 2+1 | جب۶ 
٤‏ معرفة و قابلة للإشتقاق عند 1 و عددها المشتق (1) هو كما يلي: 


100-0) 30 


1-× 
جج زا ر2 ے۔ة۔رب- -ارراکج)ط-گطےى ‏ ل ري ہے ےھ مرح سے ا 
56 


f'(1) > lim 
x1 


نتيجة : 
4 نعرف الدالة © : 1+×۶ل×٭ جا×:f‏ 

1 معرفة و قابلة للإشتقاق عند 3 و عددها المشتق (3) هو كما يلي : 
O)‏ عور د اررق 


KY K<3 


Xxt1- 33+1 


تعریفا : 


=lim 


۰ 4ء f(3)‏ = 
5 نعرف الدالة 2 : مہ جه : 1 
* معرفة و قابلة للإشتقاق عند 0 و عددها المشتق (۴)0 هو كما يلي : 
ORO)‏ رر ۱ 
ت £0=lim ٦‏ 
تعيها 0-* 0× 
sin x - sin 0‏ 


f(x) = eos x 
f'(0)=cos0=1 


6 نعرف الدالة  : f‏ وم0- 1 جf:×x‏ 
۴ معرفة و قابلة للإشتقاق عند 0 و عددها المشتق (7')0 هو كما يلي : 


f() - 100(‏ 1 
تعریفا : س 1> (۲)0 
و 8070 
x)— (1 — cos 0)‏ دہ -1) 0 
ہے =m‏ 


0 ۱(۴ (( ۷۷۱۳۴۹۱۱99۷۱۷۷۹۷ ۱۷۹۸۸۷۴۴(۱۷۷۸8۸ط۳ب۷۳۷۶((۳۳۰۸۲۷۳۶۷۱۷۱۷۷۷۸۷[۱۷((|۷٣"۳‏ سوا موحي رو ال 
لا سشست ۱۵ 


سلسلة هباج 


الدالة المشتقة : x) = sin x‏ صندے) - = f'(x)‏ 
منه : 0 > f'(0) = sin(0)‏ 
بک 0 طط ا 
۾ چ چ 
7 نعرف الدالة ۴ : f: xı cOSX‏ 
۴ معرفة و قابلة للإشتقاق عند 7/2 و عددها المشتق (7/2) ۴ هواكما يلي 5 
تر f(2) = lim 1) f2)‏ 
کے ہیں 82ج 
2 
گ cos x cos‏ 
EE‏ کت =lim‏ 
x 4 2 E‏ 
COS X‏ ف کے 
ا > 
x3 r2 2‏ 
الدالة المشتقة : sin x‏ - = 2)0 
إذن + 1> f(2) = - sin(r/2)‏ 
نتيجة : 1 وو A‏ 
گن 72 جصط× 
التمرین ۔۔ 57 
باستعمال تعريف العدد المشتق عند 3 لكل من الدالتين × 3 تہ جاع :م 1 2008-1 ج رع 
أحسب _ ×3 ھلد lim‏ 
2cosx-1‏ ڈلہ جع 
الحل - 57 
لاحظ ان : 2]=0 + lim in 3n‏ 
3 3 جد 
و 10۔ lim osx T= 2o‏ 
X3 3‏ 
إذْن : sin 3X‏ 


lim‏ حالة عدم التعيين 
x > 2/3 2.605 *-1‏ 2 5 


إذن لنحسب هذه النهاية باستعمال العدد المشتق للدوال ۴ وع عند 7/3 كما يلي : 


تعریفا لدينا : رک ت f (0/3) = lim‏ 
x‏ 


الست 2/3 وی 


3 
× 3 مزه - x‏ 3 ملة 


الدالة المشتقة : 3X‏ ۶000-3 


اد ٭ 3651-3 ا 


O) 3 : 0(5‏ و 
Xx SIRIN gE‏ 
3 


8)) - 8)/3( 


تعریفا لدينا : g'(r/3) = lim‏ 
تج جو ہد تی 
3 
)1- وم 2( -)1 — cos x‏ 2) 
E.‏ دلج 
ور 
2cosx—1‏ : 
lim‏ = 
9 جر 
7 
الدالة المشتقة : sin x‏ 2 - > رماع 
309 یت 5 28 - - (8)/3 
2cosXx—1 :‏ 1 
نتيجة (2) : E‏ درون تكح رز 
ول ہو 
نرجع الأن إلى السؤال : 
: 
کر پر 
i sin.3 x Ti sin 3 x 3‏ 
x - 1 1‏ 2-608 زج + x‏ 1 -< 2005 7/3 جہ x‏ 
۔ sin 3 x‏ 
ق TT‏ 
x‏ 
3 5 
Xx 7/3 2cosx—1‏ 
7 7 
2 کے مات :(1) :واسسرق 
g(7/3)‏ 
5 + 
NE‏ 
ای و هو المطلوب . : 
ملاحظة هامة : الدالتين ۴ وع قابلتان للإشتقاق عند 7/3 لذلك هذه النتيجة صحيحة و إلا فلا يمكن حساب النهاية بهذه الطريقة 
التمرين ‏ 58 


اثبت ان 7إ 2ے ×۳2 س 


x> 0 1-cosx 
58 - الحل‎ 


sin 2 x 2 sin x 005 


sin 2 x =2 sinx cos x لأن‎ lim = lim 
x> 0 1 - ومه‎ x x> 0 (1 cos x 


§in x > (1= cos x: x> 0 لان لما‎ = lim 720ھ‎ 

×0 ]1->9× 
210209001 90 8۱۰۴ء‎ 
x> 0 (I= cos x 
2 1= cosx .[1+eosx . COS X 
x> 0 1 cos x 


Sia 720140900. Osx 


وڈ 


59 


سلسلة هباج 


>- 2011+ cos 0 . 0 


2 2= و هو المطلوب 
۱ 9 
أحسب النهايات التالية 
lim o ) -1‏ 4 ا sin n(Z‏ سنا 
5 ہ + جع 2+1 ه+جع 
E Ia ED -7‏ کے یش ں0 
TOR 8‏ 71و ویو ک> 
3ے )3( lim‏ 
1 ہہ + جع 
-59 
1 1 5 
cost 2 cosy =1 1‏ نا لان 0= = lim‏ 
3 0ج : ) 5( مك+ج× 2 * مو+ x>‏ 
sin(x = 3 1‏ 9 1 
هت ا ا صظ لان 0 lii x=‏ 
0 ج7 6 X3 XX,‏ 
4 : 5 + : 
و 0 >2 sin‏ ہا = ( کک )وو imا‏ لان ہے lim XS‏ 
0+ ج × 1+x‏ تا 1+7 و+ دجي 
=lim sin & =1 34‏ تی TT E‏ اع ا li‏ 
2 بي i‏ ( ہہ + ج ×ڈ× - 2 SEAN‏ 
i az =lim BR -5‏ 
tan? x + 1‏ 2/ 
) حك + x 5r x 5 2 tan x(tan x‏ 
lim 1 ٠‏ = 
2 
پت وب 2 +د× 
x + anx‏ تھا 
=lim 1‏ ` لن lim tanx=+o‏ 
x 5 2 JAE‏ 
7 
ل =lim‏ لان ۔ 1 lim‏ 
لام + جار لاه +ج پر 
التمرين ‏ 60 
اسب فلا سا مان ,٤ھ‏ س 
2x‏ 0ج× + 0 مج× 
۱ - 60 
sin 3X 3‏ ہرے ×3 sin‏ میں 
3 ×27 یڈ 2x‏ (ج× 
ا ات 
ظا ور ا 


sin y 3 3‏ سن - sin 3X‏ میا 
التمرين 61 2 0 ج 03ج 
۴ دالة معرفة على ]ہم +:1-[ ب 2x‏ 


1 بين أن إذا كان 1 < × فان 
2ے إستنتج )160 سا (2x‏ ۶+۶1 
6+ جع 


60 


1 -61 
1[ لدینا 1 < × إذن: × + 1< ×+ × (نضيف × إلى الطرفین) 


2x>x+1 : أي‎ 

منه : 1+ ل 2301 

1 1 1 

أي < 

2x x+1 ۴ 
1 1 


عد پ سو من أجل-6<:1: أي .0<<ير 


REF E 


إذن : حسب مبرهنة الحصر فان 66+ =( صا 
x>+o 3 1‏ 


1 بين أن من أجل كل عدد حقيقي × فإن : 52 < وہہ + × ملە ک2 - 


سے i sin Xx + C0SX‏ 
ا 
الحسل - 62 
1 من أجل كل عدد حقيقي × لدينا : sinx S1‏ ک1۔ FREE‏ 010 
او ا ومک ارہ ہت 2E‏ 
۲12:1۱۱ لک > (Fee‏ عدا هاه > 1ل طا۔ 
أي : 2 > عرومه + ناهلو > 2- وہہ )3( 


2 من أجل × يؤول إلىّ ۵+ فان 0< إذن : نضرب أطراف المثبايئة (3) أفي ل فنخضل على ٠١‏ 
XxX‏ 


تر ا 60 وو ہت 


= 5 
x2 3 x2‏ 
سان 2 م 2ے صا ت ا طش ا 
کر x++o‏ 0+ ج x‏ 3 6+ ج × 
التمرين ‏ 63 
1 بین أن من أجل كل عدد حقيقي 1 < ×: 1> كل > 1/2 
KH 15‏ 
2ت إستنتع' النهايتين التاليتين : لع متا 2 lim x‏ 
وت 1+ x> +0 x (x +1) | x>‏ 


الحل - 63 
اکت کو ےا عملت کون 


2(x +1) 


61 


١ 


سلسلة هباج 


قان 2-1 2 0 


x+1>0 
ہج 2000 3 کے یک‎ 
من جهة أخرى کہ کت کے‎ 
بماأن 1<× فان 1<0+× أي 0> دك 1> -- گت‎ 


0 فان 1 > 
من (1) و (2) فان ات 


1 
2 
< ا کی ا يا من أجل 0 <× 
x+1 2‏ 2 


“ھ9۶9 وت 
21 
لکن + =× 2 x= lim‏ 11 إذن : حسب مبرهنة الحصر lim NE‏ 
x +o <+1 x +o 2‏ 
اا > دا ول جک > ا ن أجل 0 <× 
70-7 و (REID‏ بن 
E‏ ہے اج ا ا i) FL E SDR‏ 
پا E‏ ع 4 97 xs‏ 


أدرس إستمرارية الدالة ۴ عند 0 في كل حالة ممايلي : 


0 1- 1+تل 
1ے 0× : چ رہ 
0× : 0 


|x| 
m= اعا‎ : x#0 2ن‎ 
2 0ع‎ 
64 الحسل س‎ 
lim f(x) = lim e1 =1 


x‏ 0ج× 0خ 


7پ aS NSD‏ 
للك ير للك lim‏ = 
1+ 1+ تل 2 0× 


E‏ کہ 


021 1ه‎ +1) +1( 
اج‎ x( (TTD +1( 


کی جیڑڑے 
E ESI‏ 
0 3 

٣+1+1 
40 


lim f(x) =0 

بها أن ۱ 0+ × 
f(0) 0‏ 

m 0 فان‎ 
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مشا واج 


نميز حالتین 
الأولى : 0= ×لہ lim f()=lim Xx =lim‏ 
0× 0۵× 0× 
الثانية  :‏ 0= ×۔ل۔ =lim‏ ×۔ل كت lim f()=lim‏ 
KS OG x 5>0‏ 0 ک× 
منه : 0= lim f(x)‏ 
0× 
لکن 2> 1000 
اي (10٭ lim f(x)‏ 
0وج× 
منه : الدالة ۴ ليست مستمرة عند 0 . 
التعرين ‏ 65 | x+2-4+x‏ 
| اللتمترفةعنى 18 ب 0*ي: > 7 = f)‏ 
a : x=0‏ 


عين قيمة العدد الحقيقي © حتى تكون الدالة ۶ مستمرة عند 0 . 
و د x +24 + x2‏ 2 3 

lim f(«)=lim سے ںہ‎ 
0ج×‎ ×+0 x 


ی ۲۲2-14۲ ہد 
گر 4[ x x+2‏ 0 ج× 


اف رر لل 


>0 «(e +2+ +4) +4 ) 


x + پر4‎ + 4-4-2 
= lim 


x30 رام‎ +4( 


سا - 


(4+ جج ہت 


= lim 


x30 x+2+ x +4 


4 
0+4( +0+2 
کے 
چم مستمرة عند 0 إذا وفقط إذا کان (1)0 جح ظا أي (1=۴)0 
: 1= و هو المطلوب 
رین 66 X+2x-a : x>2‏ 


f() =4 2x a+b 0 بے‎ IR دالة معرفة على‎ | 
x 


علاقة بين العددان الحقيقيان © إو 5 حتى تكون الدالة ۴ مستمرة عند 2 ۔ 


حل 66 
ین سد 2 ا سے 
a+b _ 8-a+b‏ 2° ے 2Ê‏ ون د ووو im‏ 
2 2 2ک × 52× 


63 


8D 


TT 


lim f(x) = lim x +2 x-a= (2) +2(2)-a= 8-a 3‏ 
! د 2ھ 
نتيجة : تكون + مستمرة عند 2 إذا وفقط إذا كان : (1)2 = 100 00000 lim‏ 
KY‏ 2-2 
أي : a‏ ۾ 823 
أي : 8-a+b=16-2a‏ 
اي : 2a-a+b=16-8‏ 
أي 8= 0 +ه و هي العلاقة المطلوبة . 
التمرين - 67 


* دالة مستمرة على المجال [1 : 0] حيث من أجل كل × من [1 : 0] فإن [1 : 0] ع (»)؟ 
بين أن يوجد على الأقل عدد حقيقي © من [0:1] حیث » - (1)0 

الحل = 67 

لنعتبر الدالة ع على المجال [1 : 0] حیث × - 162 = (×)ع 

لدينا ع هي مجموع دالتين مستمرتين على [1 : 0] هما : (100 ج ×:؟ و ×-جا× 
إذن : ع هي دالة مستمرة على [0:1] 

8(0) >= f(0) - 0 = f(0) تو جن‎ 


SUED ET 
0 من أجل[1 :0] € × فان‎ 890 > 0; 000 
0111 
اہ‎ 7 
hedd 7 
ء)٥(20[ أي‎ 
2251 "پک‎ 
8(0) x (1)غ‎ 0 
]0:1[ إذن : حسب مبرهنة القيم المتوسطة يوجد على الأقل * من‎ 
8)»( =0 حیث‎ 
f(a) - a = 0 أي‎ 
أي ۹= (»)۴ و هو المطلوب‎ 
68 - التمرين‎ 
3 


؟ دالة معرفة على المجال [0 21-] ب x‏ کت + cos x‏ = وا 

1 - تحقق أن ] تقبل الإشتقاق على المجال [0 ; 7-] ثم أحسب دالتها المشتقة . 

2 - شكل جدول تغيرات الدالة ۴ على المجال [0: 7-] 

دج رست سور رت و × كلا - :ومن على لمجال [0-] 

ل[ 68 

5 68  لحلا‎ 


1 + هي مجموع دالتين قابلتین للإشتقاق على [0; 7-] وھما: ×و٥ت‏ جاير و رتا ہم 
إذن : ۶ قابلة للإشتقاق على [0 : 7-] و دالتها المشتقة : 


×= وم 
إشارة (1"8 على [0:-] 
20 يروت 0< 
si × >‏ ج> و هذا محقق دائما من أجل [0::-]ج × لأن 0 > × مذي 


إذن ٤:‏ متزايدة على المجال [7:0-] 


سلسلة هباج 


0 
جدول التغیرات : ا 1 


2+22٤ 
2 


E فلا‎ 


1)- r) = cos(- r) + 0: 1 و پت‎ 


ر = گلا + رودم = )0 
3 حسب جدول تغيرات الدالة ۴ على المجال [0 ; 7-] لدينا مايلي : 
۴ مستمرة على [2:0-] 
۴ متزايدة تماما على [0; ۸-] 
f(- r) x f(0) > 0‏ 
إذن : المعادلة 0= ()۴ تقبل حلا وحیدا © على المجال [0 : 7-] 


أي : المعادلة 0= × گلا × وم تقبل حلا وحيدا © على المجال [0: 7-] 


أي : المعادلة × لا نات يروو تقبل حلا:وحيدا .© .على المجال [0 :7 >] و هو المطلوب ٠‏ 


التمرين ‏ 69 
2 عدد طبيعي غير معدوم 1 
1 ۔- بين أن المعادلة 0= 1+ "× 2- × تقيل حلا محضورا بین رو 2 + 


2 هل المعادلة 0= 1+ × 2- × تقبل حلا على 18 ؟ إذا كان الجواب نعم عين حصرا لهذا الحل . 
الحل ‏ 69 
1 - نعرف الدالة ۴ على 12 ہے 1 +× 2ب 1یا ای حیث 7009 € 1 ۔ 


لاحظ ان من أجل ۴[ > ۸ فان A N‏ 22 


2+1 1+ 2+1 
2n 3‏ 
إذن : اع 


2= 


لندرس الأن تغيرات الدالة ۴ على المجال [2 از ع 


۴ كثير حدود إذن قابلة للإشتقاق على 118 و دالتها المشتقة : 
تبرج 2 - کر 1 +6 1002 
چو 2- x‏ (1 جم)] اعرد 

2 3 2 

| شارة ۶090 على المجال [2 ; 2٣‏ حيث N*‏ 6 ط: 

ہما أن 0<« فان 0 < !”ير 

إذن إشارة (×)'۴ هي إ شارة 2-2 (1+1) كما يلي : 


دم شاد 


کے 
لیکن 1 <0 : 


منه جدول تغيراك الدللة ۶ على 2[ 22 2 ] كما يلي : 
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لطن 20011 > ۸7320۰ ا 


را ات 9 42+ کت شک 3 
AS‏ تناقصة ع فان چ 

ا ہی ٹا ۴ a) rT‏ 

ای 200۳+ 


ایا ا ا 22[ 
(ZE )x 2 >0‏ 
ا و المعادلة 0 = (*)1 تقبل حلا محصورا بين _21_ و 2 


4 
2 من أجل 120 
n+‏ 


أي المعادلة 0= 1+ "× 2- ''"* تقبل حلا على المجال [2 : ; 
من أجل ۶1م فان 1+ ×2- ×= f)(‏ 
إذن المعادلة 0 = (»)؟ لمیا وم اعد 
2 لاحظ أن المعادلة 0 1 + × 2= "بد تكتب من الشكل : 
1-0 + ر2- ا پر 
إذن : هي معائلة السؤال (1) من أجل 7- n=‏ 
و عليه فالمعادلة 0 = 1 + 27 - "× تقبل على الأقل حلين أحدهما يساوي 11 والأخر محصور بين 2)2 و 2 


ا مکی و رن 731 
التمرین ۔-70 

5 ایا‎ 8 4x +8x-4 EET 
منحناها في مستوي منسوب إلى معلم متعامد‎ O ا‎ GED O دالة معرفة على 1۸ ب‎ * 


3 1 0) حيث cem‏ 01-2 و سس 03-1 

1 - أدرس تغيرات الدالة f‏ . 

2 - عين الأعداد الحقيقية ‏ : 5 :ء ;ل حيث : من أجل كل (1) - 1 © × : 
×ء 
17 ا = f(x)‏ 

ماذا تستنتج بالنسبة للمستقيم (4) الذي معادلته 2- ×= و 

3- أدرس وضعية (©) بالنسبة ل (4) و لتكن ۸ نقطة تقاطعهما . 

- أرسم كل من (©) و (۵) 

5 بين أن المعادلة 0 = (×)] تقبل حلا وحيدا » على المجال ]1 © -[ . 

6 ناقش بيانيا عدد حلول المعادلة ص + × > (×)۴ حیث " وسيظ حقيقي . 

7 - ناقش تحليليا (دون إستعمال البيان) عدد حلول المعادلة +×- 100 . 


الحل - 70 
1 التغيرات :۴ معرفة على ]0+ : 1[ لا ]1 : م -[ 
3 

6ددع بسنا گ ‏ سنا 10 lim‏ 

4-0 × 6 - عو 6 - ج × 
EG N N E SS‏ 06 یر 
و 2 0< ر x51‏ 1 
۴۳ی٘ی لے وک ےر م ا 
)0ت ¥ 0< ر x>1 x>1‏ 

3 

ث+ےیز صرزاء کے هنا > و1 lim‏ 

x4 +o XxX x 4+0‏ مہ + جع 
66 ھی 


۴ دالة ناطقة إذن قابلة للإشتقاق على مجموعة تعريفها و دالتها المشتقة : 
يرع + x2‏ 4 - م1 -20- 17 Gx? - 8 x + 8)(x-‏ _ 


“0-1 
[8 +16 -2ع +3 2- قير 8 +2 8-3 + ث8 - © K&D‏ _ 
1=( 2 
3= 0(ا جه 
(1- )3 )× _ 
إشارة 00 على (1) -8 : "1 -×) 


0 


لا ے 47-36 د 27-36+20 -21-30+24-4 = )3{ 
4 4 4 4 
7 تسین الاعذددہی ای-٥‏ :8:: 


8-4 + ٹا تر 4-د40+8-ل = f)‏ 


x -2x+1‏ ترسم 
لنجري القسمة الإقليدية : ,إ1 رو ر | (4 عه + 2ر4 
+x 2‏ کرو تر 
-2x%+7x-4‏ 
4-2 +22 
3x-2‏ 
2 3 
25-2 ویر XxX -4x +8x-4‏ 
XxX -2x+1 x =2x+1‏ 
3x×-2‏ 
f= x2 +‏ 
6 -) 
1 2ق 3 ہے 
آرو_ یی ۔ ححكة f)-(-2)=lim [x-2+‏ سنا 
= ہم جےخڈ 6و جع 


2 تو ہے 
1(2[ - ×) 0 ج× 
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۶00 


من إإشارة (3- »)(1 - »)× 


"۸۸"ؤهوهوهئ"ئ]وئواإئإآأ|آ|]]])“+ه++ٴ+٤٤)|]۷۷۷۷‎ 


سلسلة هباج 


=jim 
x> خا مہ‎ 
0 

فإن المستقيم (0) ذو المعادلة 2 - ×= ر مقارب للمنحنى (©) عند »+ و عند © - 

3 وضعية (0) بالنسبة ل (0) : 


f00 -)»-2( =2 ۳‏ 
إذن : إ شارة ےت هي إ شارة 2- × 3 لان المقام موجب . 
3 رووبإ ٭× 
9 1 سه 32-2 


]2/3 :ہ -[ء x‏ :0> (2- )=( إذن ©) تحت (3) 
3× : 2-2(>0)-(10 إذن (©) يقطع (0) 
]مہ +:11[ لا ]1 : 2/3[ ء × : f])(-)x-2(<0‏ إذن (©) فوق (0) 


ملاحظة : النقطة ذات الإحداثيات (4 - : 0) هي نقطة إنعطاف للمنحنى (0)) (تنعدم المشتقة الأولى و لا تغير إشارتها) 
5 حسب منحنی الدالة ٠‏ على المجال ]1 : ٥ہ‏ -[ فإن المنحنى () يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة فاصلتها ى 
حیث 0>1 > 2/3 
إذن : المعادلة 0 = (»)؟ تقبل حلا وحيدا ٥‏ على المجال ]1 : 0 -[ 
6 ليكن (,4) المستقيم ذو المعادلة ص + + بو 
لاحظ أن ميل المستقيم (,۵) ثابت يساوي 1 
إذن لما الوسيط 750 يتغير فإن المستقيم (,۵) يوازي المستقيم ذو المعادلة 2 - ×= لر أي 'المستقيم المقارب منھ المناقشة 
التالية: 
(1) لما 2 -= ۳ : (م4) ينطبق على (4) إذن يقطع المنحنئ (©) في نقظة واحذة فاصلتها 2/3 إذن المعادلة 
ص + × > (×)؟ تقبل حلا وحيدا هو 2/3 
(2) لما 2-> ۳: (م ۵) يمكن أن يكون مماس ل المنحنى (©) إذن لنبحث عن معادلة المماس ذات الميل الذي 
يساوي 1 


%26 = 3)) - 1 
(=1) 

)1( >3 ےک ہے 

(1 -)(1+×2- ٹو- -- ٹر ے 


٣0-1 ج‎ =1 
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اسلسلة هياج 


1-چھ عرزو ب 22 یر زد رو هوري 


0->1-* 3ے ہے 
03 ع« > 
منه معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة 1/3 هي : )2( رجہ 
لنسب ( 1)14 : ےکا سا 
.سم 
4/9 
وي 108 112+72 - 
4 27 


ان معادلة المماس ھڑگ ا ہے 
أي : 


أي : 

12 5 

آي 
إذن : لما 17/4 -= 13 : (ہ۵) مماس ل (©) أي المعادلة تقبل حلا واحدا 


لما 17/4 - > " : (,۵) تحت المماس إذن المعادلة لا تقبل حلول 
لما 2-> "> 17/4 - : (,4) قوق المماس:إذن المعادلة تقبل حلين مختلفين 


(3) لما 2- <" : (۵) يقع فوق (4) إذن يقطع المنجنى () في نقطتين مختلفتين ومنه المعاذلة ‏ + × = (»)؟ 
تقبل حلين مختلفين 
7 حل المعادلة 0+ × > (1)8 في (1) R-‏ 
+ برع وہ 2-0 ج جرع ×= (»)؟ حیث 1 ± × 
x -2x+1‏ 
اوت “رس +( > 4 ۔ ر8 + 4= x‏ ج 
OM +86‏ تر ور+ پر+ 22 تيرد 4 - ورق + کرد تر © 
)0......(1 > وو + 4 + ×× (20 2 + 7) - 22 +م) جه 
لما 2 - = ص المعادلة تكافئ : 4-2=0+×(7-4)- 
ئ5 0 I2‏ 
ی : 2/3 
إذن المعادلة ص + × = ()1 تقبل حلا وحيدا 2/3 = × 
لما 2  -‏ 52 المعادلة من الدرجة الثانية ذات الوسيط و 
m)(m + 2)‏ + 404 تزه +0 A=‏ 
m - 4(4 m + 8 +m +2 m)‏ 4+ جم 28 + وھ = 
m? - 32‏ 4 - مر 24 - غرور 4 + جم 28 + 49 = 
=4m+17‏ 


8ه + 2ھ 17/4- x|-0‏ 
چو ہر ۱ 
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آ سيا مم 
!ا 1 ا !ا ا 
1 0 72 2 72 
2 اھر 
کا لع ال داج ا 
x‏ ہم 5 ل 
ماد 511 
ا 
ن۔ 


إذن : لما :me]-o;-17/4[‏ معنم إذن المعادلة لا تقبل حلول في 1۸ 

0 05-4 0 5 0 إذن المعلالة تقل حل مضاعف: 

لما ]مہ + : 2 -[ لا ]2 - : 17/4 -[ع ص : 0 < 4 إذن المعادلة تقبل حلين مختلفين . 
التمرين ‏ 71 


۴ دالة معرفة على 112 ب 


نسمي )٤(‏ وسر ہر ور ا 

1 - أكتب (×)1 دون رمز القيمة المطلقة . 

2 أدرس تغيرات الدالة ۴ . 

3 - بين أن المستقيمان 1 + ×= 7 : (4) و 1-×-= 7 : ('۸) مقاربين للمنحنى (0) عند 6ه + 
و © - على الترتيب . 

4 - أدرس وضعية (©) بالنسبة إلى (4) و ('۸) . 

5 بين أن المعادلة 0 > (×)؟ تقبل حلا وحيدا © على المجال ]1:1 -[ 


f() =lx +1 و2‎ 


الحل - 11 
6 10+×: نے x+1+‏ 
7= ا 7100 
1>0+×: نے +1-×- 
22-1 
اہ +:1۔] x+1+K_ sxe‏ 
[ ۲ کی : 
5 3 
لد 080808 کے +1 ےر 
2 - التغيرات : 
f‏ معرفة على (1:1۔) - أي ]0 + : 11[ لا ]1 : 1-[ لا ]1- :م -[ عوط 
مو += lim f(x) = lim -x-1+‏ 
x‏ مہ ۔ جع 0-> x‏ 
کا as gE aa OX i EE E‏ 
¥ دمر 1- × 5-1 x 5-1 x‏ 
+= ل2 +1+1- هناد lim fOO=lim x+1+‏ 
1 مدر 1= × 1-> x >-1 x‏ 
منج 1+1 سے كب 1ج ناك میں هنا 
E y‏ تسر 2 
=lim 1+ 1+1 =+‏ کے + )غير fO=lim‏ سنا 
0< ر 1-× 1× تع 
+= تب lim f(K)=lim  x+1+‏ 
x> +0 x3 +0 x -1‏ 
:xe]-1;1[U]1:+ ol‏ 12 +1 
eS ( =1)‏ 
2 2 درد 
2-1-2 
EE >‏ 2 3 +1 
و ا 
7ٹ x I:‏ کاو 
: : ا a‏ : 
1+2 
]1۔ہە۔[ء×: اك 
شبد + ) 


إشارة (»)'۴: 


کا ار س +1( -= ۴0 ہنی : 0> ۴)9 
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على المجال ]دہ + : 1[ لا ]1 : 1-1[ دس کل 00-1 دري 


وت - 6 0<وو 
17 - ٹم 
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إ شارتھا 


۴ر- >1 هه لن 0حر+ 202-09 
Sx 22+ 1‏ ٹربار ہے 
0 <330 × اج 
0< (3۔ )× ے 
ڈسیا جا ھتہ 
+ ص x‏ 
+ ب سے Oa‏ 
4 ن2 0 0 + الجداء 
إذن على المجال ]0ه + 0 ا 
0 + دل 1 
TERE E‏ 
کت وت 
+ 3ل 0 
EE‏ كر كك ES‏ 
منه جدول تغيرات الدالة ۴ على مجموعة تعريفها : 
a 0 1 N3 +‏ 
E - 0 4‏ 2 5 1/60 
م + مو + to‏ 6 + 
ے2 رح 2 9 
f(3)‏ 2 کت 
ہے 29-0( کے +1-×د۔)  lim - [f)=(Cx-1]=lim‏ 
20-1 هو -جع مہ - ج ×× 
lim‏ - 
1-ثكامه-جير 
E‏ مقارب للمنحنى (0) عند © - 
lim [f= (+ 1([ = lim, RE 3 (+1)‏ 
مو جور 
2 ستا> 
2-1م + xy‏ 


4 


4 - وضعية (4) بالنسبة إلى كل من (۵) و (ھ) : 


على المجال ]ص +::1۔[: گے (x+1)=‏ - 10 


ای 
0 
+ 0 
xX‏ 
2 چ 7 ھ72 
لما ]مہ :xe]-1; 0[U]1;+‏ 0 <(1 + ») - ()۴ إذن ©) فوق (۸) 
لما 


0= : 1(0 ) -() إذن (0) يقطع (۵) 
لما 1 fE)=(x+1)<0 : x‏ إذن (6) تحت (4) 


1 


هه 1- 
چ 


++ |+ 


على المجال ]0-1[ جگ =(1- ×=( 


x |e 23 


لما ]1- ہہ -[ © ×: 1(>0 -×۔)- 10 إذن (©) تحت (۸) 
5 من جدول تغيرات الدالة 1 نستنتج مايلي : 
۴ مستمرة على ]1 : 1-[ 
۴ متناقصة تماما على ]1 : 1-[ 
۴ تأخذ قيم موجبة ثم قيم سالبة.إذن تمر بالعدد 0 . 
إذن : يوجد عدد حقیقي وحيد 0 من لمجال ]1 : 1-[ حیث 0= (1)0 


سلسلة هباج 


الجداء السلمي في الفضاء 

اتعريف : 

ور ا شعاعان من القضاء 9 ٹک 

٠ B ۰ 8‏ ثلاث نقط حیث ۴ا A8B=‏ و AC=¥‏ 

ج على الأقل مستو (ط) يشمل النقط ۸ ٭ 8 ٠‏ © بحيث الجداء السلمي للشعاعين 15 و ¥ هو الجداء السلمي 
AB jê‏ + 86 في المستوي (۶) 

القواص : كل خواص الجداء السلمي في في المستوي تبقى صحيحة على الأشعة من نفس نفس المستوي في الفضاء و أهمها مايلي : 


أجل ٠-٢‏ ۷ + س اشعدامن۔الفضباء من :نفس المستري و من 'آجن-1 > 
وس د 

0.0 > || 

کک عم 

0100-2 

(k).V=T.k.Y=K(T.¥) 

17+۷7 ۴> ITIP +2. +I 

0 WT 


ل يكون 0ا و ۷ متعامدان إذا و فقط:إذا کان 0= ,7 
3 
ال الشعاع المعدوم 0 عمودي على كل أشعة الفضاء . 
5 التحليلية للجداء السلمي في الفضاء 
ساس متعامد و متجانس . إذا كان (2: /[: 6 تا و (2; ۴)۷ فان : 22+ کر+ ےئن 
؛ : إذا كانت (2 :۷ )4 ؛ (7 ;"ل '×)8 نقطتان فإن المسافة بينهما : 


(x) + = YY + (2 =2)‏ = قزم 


معلم متعامد و متجانس من الفضاء نعتبر النقط (0 2 - ;4)1 ؛ (2-;1; 86 ؛ (2;0;1-)€ 
D(2; -1‏ 

هل المستقيمان (48) و (70) متعامدان ؟ 

هل المستقيمان (413) و (6ھ) متعامدان ؟ 


ا 5 
AB) 1+2‏ إذن : 3ھ 
0 ما 2- 
وپ 2پم 
CD | 10‏ إذن + 1-| CD‏ 
ا3 8 


ان : 15 = 2+ 16-3 - (2(0-1 - +(1ع3+ (4)4 - AB . CD‏ 
AB. CD‏ ان : (15ه)_و_.(12©) ليسا متعامدان . 


را ,0 5 
AC| 0+2‏ إذن : 2ھ 
هته : 0= 6-2 + 4 -- (2(0ء + )3(2 + )1-(4= AB. AC‏ 

£ 46-0 . ظح إذن : (۸8) و (4€) متعامذان . 
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رت سلسلة هباج 
التعامد في الفضاء : 

(0) مستوي . 24 نقطة من الفضاء 

المستقيم العمودي على المستوي () و الذي يشمل النقطة 1/17 يقطع '(0) في نقطة وحيدة 1 تسمی المسقط العمودي 
للنقطة 2 على المستوي (5) 

(1) مستقيم:و 1 نقطة من الفضاء 

المستوي العمودي على (0) و الذي يشمل 2/1 يقطع (0) في نقطة وحيدة  1/'‏ تسمى المسقط العمودي للنقطة /1 على (ذ) 


المسنقط العمودي لنقطة على مستوي المسقط العمودي لنقطة على مستقيم 
نتائج مباشرة 
4 و 8 نقطتان من مستوي (۲) و © نقطة لا تنتمي إلى (5) 
جد چ ج جد 

إذا كان '0© هو المسقط العمودي ل © على () فان "0ھ .۸8 = ۸8.۸٥‏ 
A‏ و 8 نقطتان متمايزتان من الفضاء . 
© و 0 نقطتان من الفضاء لا تنتمیان إلى المستقيم (۸8) 

نير وم 2 على الترتيب المسقطین العموديين ل © و 5 على (۸8) 
إذن : AB. CD = AŠ . CD!‏ 
مثلا : في مکعب 4180151611 لدينا : 

۸ هي المسقط العمودي ل 28 على (۸8) 

8 هي المسقط العمودي ل ۴ على (۸8) 

۴ هي مسقط 6 على المستوي ۸۵87 

حد لحب لت ]| ع يذ 

إذن : AB . 80 = AB . EF = AB. AB = AB‏ 
تطبیق : 
۸۳061 کی نع ۾ حیث ۾ عدد حقيقي موجب تماما . 
أحسب الجداء السلمي AE. HÛ‏ 
الحسل : 
4 هي المسقط العمودي ل © على المستقيم (۸) 
۴ هي المسقط العمودي ل 11 اع عیشت ك۵ 
إذن : د م >, 2ھ 


0 - 

5 سطح الكرة التي مركزها (1:0: 2) و نصف قطرها 2 
"8 سطح الكرة التي قطرها [۸] B(0;-1;2) + A(1;0;-2)‏ 
1 أكتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة 8 3 

2ے أكتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة S'‏ 

3 - عين العدد الحقيقي 2 حتى تكون النقطة (0 ;1 ;)° نقطة من '8 


سلسلة هباج 


الحل : 
1 معادلة السطح 5 : 
2= 2+4+1« 2-4 + ص 2 = :0 -ى +1 y=‏ + :2 - م 
0= 3+ ر 2-× 2-4 + ”ر +× جه و هي معادلة السطح 5 . 
2 معادلة السطح '8 0212 TT‏ 
لتكن M(x;y; Zz)‏ لس النضاء ا 0 ا 
M € 5'‏ يكافئ AN 1 BM‏ 
AM. BM =0 jly‏ 
يكافئ x(x =1) + y(y + 1(+ (z+ 2)(z-2)=0‏ 
يكافئ 4=0 =+ × 2+ + و هي معاذلة السطح '58 
3 تكون € نقطة من السطح '8 اذا و فقتل 9ا كانت إحدائياها تحقق مو اج 
أي 1-4-0 +ج-ة(0) + )1( + 3 
اي 22-2-2206 معادلة من اارجتارق 
E‏ 


نتيجة : توجد قيمتين ل 2 تجعل النقطة © تنتمي إلى السطح '8 وهما 28-2 أو 1-=ه 

المعادلة الديكارتية لمستو في الفضاء 

تعریف : كل شعاع غير معدوم عمودي ,على سی مسین خطيا و او (5) هو شعاع عمودي على المستوي (۲) 
ققيجة : إذا كان 15 شعاعا ناظمیا (عمودیا) على مستو (0) فإن *7 عمودي على كل أشعة المستوي (۲) و عليه فكل مستقيم 
اله 11 كشعاع توجيه هو مستقیم عمودي على المستوي (5) 

عريف مستو بنقطة منه و شعاع ناظم غير معدوم 

شعاع غیر معدوم بخ ومن مسا 

عة النقط 1۷ من الفضاء حيث 0 = AN‏ 2 هي المستوي (۴) الذي يشمل النقطة .4 و 08 شعاع ناطمي له . 

ك عن معادلة المستوي (5) 


3 اط هه ے۔ 216:79 


7.۸۸-0۰ a 

a(x ~a) + B(y - b) + (Zc) = 0 يكافئ‎ 

يكافئ 0ء ,ا 8 -:2 ٤‏ -72+ 6۶ +« هن و هي المعادلة الديكارتية للمستوي (۴) الذي يشمل ۸ 
0 و الا شعاع ناظمي له 

ات اشعاع الناظم ا له معادلة ديكارتية من الشكل 0 - ع + 12+ رم6 +2 

1 


و (8) مستويان معادلاتهما على الترتيب : 0 -.0 +2 ۲+ 8 + »يه و ax+by+cz+d=0‏ 
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سلسلة هباج 


a 

د 1 هو شعاع ناظمي للمستوي (5) 
1 
8 

2- |6 ا هو شعاع ناظمي للمستوي ۲) 
6 

3 (0(//)8) يكافئ يوجد عدد حقيقي غير معدوم 1 حيث 197 - 10 


8> 
يكافئن 6ع - م 1 مع ke R*‏ 
جا 
4- (م) ل (م) يكافئن 10.7-0 
يكافئن 0< ه٠6‏ 6+1 6 «a+‏ 
تطبيق : 
في معلم متعامد و متجانس ( 1 ;[; 1 0 ) من الفضاء نعتبر النقط (1 :2:0 )4 ؛ (3-;8)1;0 و (11-112)© 
1 بين أن النقط 4 ؛ 8 . © تعين مستويا 
2 أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (4130) 


3 أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (م) الذي يشمل 4 و BC‏ شعاع ناظمي له . 


سے ر یع نز 
ABÎ 0-0 21‏ منه 0 أظم 
4- 


12( 3 
9:0 نکش منه AC|-1‏ 
2-1 1 


ہما أن : 3/312:0/1 فان الشعاعان ۸8 و )8 ليسا مرتبطين خطيا . 
کے 7B‏ مستويانم 
2 - لتعيين معادلة المستوي (©۸8), نبحث عن شعاع ناظم له . 
0 
کت (ABC)‏ . 
17 
إذن : قلط 1م و ÛLAĞ‏ 
وو 
u. AB =0‏ 0>-47-(8)0 +« 3 
۱ 6 41 -(8)0 0 


ہے مج 6+10 3 
اکن ےر زی 0> 3-4 
0-4 
ای جا یم 8 
SES,‏ 
4 4 


ار یا لا 5 iF,‏ 5 پ جد چ 

إذن : 11 4 أيضا هو شعاع ناظم للمستوي (۵۸860) لان 11 // u‏ 4 
4 

إذن :"يمكن أن ناخذ | 15| 20 
3 

إذن : المستوي (860ھ) يشمل ۸ و ا شعاع ناظم له 

اگ ےو ےک سد لا ا ےا 

1 12 


سلسلة هباج 


منه : (۸۵0) > M‏ يكافئ ‏ 0= 15.434 حیث (1/:2: 340 نقطة من ااقضاء 
یکافئ 0-(3)2-1+(0 )15 +(2 + )4 
یکافی: 0 ۴ر 47015775 و هي معادلة المستوي (480) 
3 معادلة المستوي (۶) الذي يشمل 4 و 80 شعاع ناظمي له . 


2-0-1 0 ج 
8601-1-0 إذن :: 801-1 
کر 5 


6۸۸-0 یکافئ‎ M € (P) 
066+ 2(- 1), -0(+ 5)2-1( =0 يكافئ‎ 
يكافئ 52-5=0+ر-‎ 
يكافئ 0 >5 +2 5 - ر و هي معادلة المستوي (ط)‎ 
بعد نقطة عن مستوي‎ 
. في معلم متعامد و متجانس نعتبر (۴) المستوي الذي معادلته 0= 4 + 2 » + نوم + رج حيث (0 ;0 ;۶)0( : طا:ھ)‎ 
لتكن (24: ۷۸ : ۸)۸ نقطة من الفضاء‎ 
|4۸ + البعد بين النقطة .8 و المستوي (6) هو العدد الحقيقي الموجب أل +024 + غلاط‎ 


a2 + 62+ 2 


المرجح ل ((وة : م۸) ..... (2 : ۵2) : ( : رى)) حيث إلى نقط متمايزة من الفضاء و :0 أعداد حقيقية . 
إذا کان 0 2 فان توجد نقطة وحيدة 6 من الفضاء تحقق : 


د 


۰ تہ . هذه النقطة © تسمى مرجح الجملة المثقلة 
((09:جش) .... (يه ; (A2‏ ز (رە ز رى)) 
ملاحظة : إذا كانت كل المعاملات 0 متساوية فإن 6 تسمى مركز ثقل الجملة 
مبرهنة : 
من أجل كل نقطة 1 من الفضاء ء إذا كانت 6 مرجح الجملة (لمه ; (A25 Q2) .... (An‏ ; (يه ) {(Aı‏ 
فإن : 0 0)0 .. + ينه + MÃh = (ûi‏ بہ+.... + يفاط يه + MÃı‏ ره 
CE ¢ A‏ نقط من الفضاء 
عين مجموعة النقط (5) من الفضاء حيث 3= || MA + MB + MC‏ || 
الحسل : لاکن © ا مركز تقل المثلث ۸80 
MÃ + MÈ + 10-3 110 : jil‏ 
لحك ےا حت نے 
منه : 3= || MA + MB + MC‏ || يكافئ 33 
لكا 
يكافئن ‏ 53 || MG‏ || 3 
یکافئ 1= || MG‏ || 


إذن : 1 تنتمي إلى سطح الكرة التي مركزها 6 و نصف قطرها 1 . 


تمارین الکتاب المدرسی 
التمرين ‏ 1 
11 مكعب ضلعه و . أحسب ما يلي : 
پت RB AC‏ 3-۔ AB.CD‏ 
وب 6 0م 4— DB.HF‏ 


1= 1 


سقط ۸ على (۸8) هو ۸ 
مسقط © على (۸8) هو 8 


AB. 0خ‎ = AB. رخ‎ = AB = 2 | 


مسقط 8 على (660)) هو © 
[مسقط 2 على (60) هو © 


إذن : یٰ6 6 د00 5ط 


مسقل © على )87)28 
سقط تا على (48) 


و 


وت 


-5 


إذن.: 88-0 . AB‏ = 20 . 8ھ 
6 مسقط 6 DB EDÊ‏ 
إنن : 22 -802 - قاط طط - „EC‏ اط 
التمرین - 2 
1ء۸ مکب . 
1 - أحسب AG . BÊ‏ ثم AG. BD‏ 
2 - إستنتج أن المستقيم (۸6) عمودي على المستوي (880) 
الحل - 2 
1 ليكن `0 مركن ایح طقلم 
7 هو مسقط ۸ على (81) 
0 هو مسقط 6 على )BE)‏ 
چ ےہ چچ 
إذن : 0= AG. BE = 00. BE‏ 
لیکن س مركز الوجه ۸8010 
8۷ عو سقط ۸ على رن 
WJ‏ هر سقط © على BD)‏ 
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سلسلة هباج 


کت کے 


Ww. BD =0 7‏ - 85 . 6م 
لے اة BD‏ ر BÊ‏ 8 ليست مرتبطة خطيا و تتم إلى المستوي 8۴2 


آنن : 80 عمودي على المستوي .(828) 
BE‏ ل ۱۸0 ٠‏ “أنه : المستقيم. (©4) عمودي على المستوي (810) 


بما أن لاک دا 


BD =0]‏ . ۸6 زس 
0 >818. قم 


التمرين - 3 

707011 مكب . 

تعبر المعلم . (211 : 20 DA;‏ ;0( 

عين إحداثيات النقط ۸ » © . 8 » ٤‏ ء 18 ثم أثبت أن (۸6) عمودي على المستوي (83199) 
3ي چ ,چ 

في المعلم (211 ; 10۸:100 ; 0) لدينا إحداثيات النقط كما يلي : 

D(0;0;0) + 8)1:0:1( + B(1;1;0) ¢ G(0;1;1) ؛‎ A(1;0;0) 


EA 8 1‏ 
: |0 ۸61 اي 81ھ 
1-0 1 

1 560-7 
BD | -1 أي‎ BD| 0-1 

0 0-0 
6 1a1 
BE |-1 آي‎ BE) 0-1 
1 1-0 


SS 0 3 
اھت‎ AE وو‎ = )٠: كتج‎ 


2 5 × (10 + (1م( + (10 - BÊ‏ ۰ إذن : 6 ۸6 
ج) 0-(1)0+(11 +)1-(1 - - BD‏ . قم إذن : BD‏ ل ۸6 

ا ب ٦ج‏ :نشت ان 80 خوگی على الي (081019 

اتيم _(۸۵) عمودي على الفستوي )65٤(‏ 

تا 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . 

کن النقط (1:1-: 4)0 ؛ (2;3-;8)4 ؛ (3-;1;2)° 

1 یی‎ 68 + BA. BC + AB. 6ق‎ qa -1 

2 - عين قيمة مقربة إلى 0,1 درجة مئوية لأقياس الزوايا ACB + ABC + HAC‏ 


ال-4 
0820 کے 

AB|-2 +1 -1‏ إن : |1۔اھھ منه: | 21-یب +16 = 
1ت 2 ۱ 
IN‏ 5 
000 نن ا 8C4‏ “من + 77ل = 251636( ح50 
2ئ 6- 


0 892 ہے 
a)‏ إذن : 20 AC ۶ ۹4۶۹۹۸۰ 4)٤‏ 


4- 
كرتحة - 4-3 - - 9 رم زه AB. A=‏ 
6 (36 ع --[(6 2+ ر0[ - (5ے1] - - 86 . BA. BC=- AB‏ 
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رویز زور NOESY‏ را 749 انمه الااوال ماودو ارون بسار اماما مسار سد اوسا 


1 


سلسلة هباج 


41= )4(6 - (3)4 +(5 1 - - 80 .6م - 80 .قمع د 8٤٥٠ی‏ 
نتائج کم سے )7 =x IIx eos.‏ و 


۸ ہ72‎ 
Gs HAE AB AC عند‎ AB. AC=AB × AC x cos BAC 
AB. AC 
cos BAC = TB أي‎ 
A (07 
BAC x130° بد‎ 
ا ام وہ‎ ۸ 
cos ABC= BA-BC aie ۸ھ‎ . 80 - BA x BC x cos ABC 
BA. BC 
4 56 ٠ 
cos ABC = a _ آي‎ 
(21x77 
ABC ~26,45° 7 
ANH CA EE _ عا ہے‎ ۸ 
cos ACB > CA. CB منه‎ CA. CB = CA x CB x cos ACB . 
OE 0082 
cos x 0,91 
کت م‎ 
ACB x 24° منة‎ 


التمرين ‏ 5 
لیکن ۸8٤0‏ رباعي وجوه منتظم في الفضاء رأسه ۸ حيث - 2 - BC = 00 = ۸ = AD = BD‏ > ط۸ 
1 - عين ظبيعة وجوه الرباعي المنتظم ۸8€ 
ج ج ج مهد 
2 - أحسب بدلالة ۾ کل من 84.817 و BA. BC‏ 
ج ج 

3- إستنتج قيمة ٤0‏ .8۸ 
4 ماذا تستنتج بالنسبة للأحرف المتقابلة من الرباعي ۸8٤5٠‏ ؟ 
لیکن 11 المسقط العمودي ل ۸ على المستوي (86©7) 

1 ج ج ج ج ج 
5 - أحسب BH . CD‏ (يمكن وضع (BH = BA + AH‏ 
6 - أحسب 411 بدلالة و 
7- أحسب حجم الهرم 48٤0‏ بدلالة ۾ 
٦‏ =5 
1 بما أن كل أحرف الرباعي ۸810 متقايسة فإن کل وجه من الأوجه الأربعة هو مثلث متقايس الأضلاع طول ضلعه 
8 كما هو موضح في الشكل ( أنظر الشکل) 
2 المستوي الذي يشمل ۸ و يعامد المستقيم (810) يقطع (81) في منتصف القطعة [810] و لتكن '۸ 

منه : '۸ هي المسقط العمودي ل ۸ على ((81) . 

BA. BD = BA'. BD : إذن‎ 

ع هد 
BD. BD‏ > = 
2 


1 BD” 


I 
الاس‎ 


١! 


2 


ادم 


المستوي الذي يشمل 4 و يعامد (8)0) يقطع (80) في منتصف القطعة [80] و لتكن "۸ 
إذن : "لم هي و A‏ ع اعم 
منه : BA. 80 = BA". . BC‏ 


سلسلة هباج 


سے کہ 
2-8568 
2 
یو 1- 
BC‏ 3 
کے 
2 يجي ج هد هد جد 
BA(CB + BD) - 3‏ = ره . حظ 


= BAC 86 +BD) 

- - 84 . 80 + BA. BD 
0 a+ 1 

0 


!ا 


4 0-20 مھ BAÎCD_: ji‏ 
بنفس الطريقة نستنتج أن الأحرف المتقابلة من الرباعي 0ء متعامدة مثنى مثنى . 
5 11 هو المسقط العمودي للنقطة ھ على المستوي (800) إذن : 11 هي مركز تقل المثلث (861 (لانه متقايس 
الاضلاع)ج بد لاه 
منه : HB+HC+HD=0‏ 
8“تنتمي إلى محر الفطعة [08] لذن : مسقط 8 على (۵۵) هر س حيت ۷× منصف ر[(1©] 
لکن 11 تنتمي إلى محور ]C5[‏ إذن : مسقط 11 على ((1©) هو ٣‏ 
نتيجة : 0= BH. CD = ww. C5‏ 


6 في المثلٹ القائم )114 لدينا : AH? + HC = AC?‏ 
أي HO?‏ - م۸ = AH‏ 
منه : HC?‏ - تعمل = I AH‏ 
۸ 
ف المثلث القائم 10W‏ لدينا + - ۳ = 11677 لان (11©) منصف الزاوية [00 : 8©] 
في ئم 6 
منه + ۷اگ = 2 ومن أي وم ال ہی E‏ 
2بت 2HC‏ 2 3 
بالتعویض في (1) تحصل على : نہ س( AH=‏ 
SAE:‏ 
8 3 8 
2 - 
2انہ 
3 


7 حجم الهرم ۷ هو ثلث جداء الإرتفاع 11 في مساحة القاعدة BCD‏ 
لتكن 8 مساحة القاعدة 86072 


8 ا وت کچ 

لنبحث عن W8‏ : 

WC? + WB? = CB? : ۷8€ في المثلث القائم‎ 
WB? = CB? WC? : أي‎ 
WB? = تج‎ - 6 a) أى‎ 
WBZ تو‎ 1 a2 أي‎ 


أي : 5 
التمرين ‏ 6 
0ء رباعي وجوه منتظم طول ضلعه 2 . 
1ء 3 » × منتصفات [80] ٠‏ [818] و [©46] على الترتيب . أحسب ما يلي : 
چ ج جد چت 
AD.AK —3 AB.AC —1‏ 
ےک76 AB‏ 
الحسل - 6 
8B 1‏ تنتمي إلى محور [40] إذن مسقط 8 على (©4) 
هي × منتصف [40] 
ج چ ج ج 
منه : AB.AC=AK.AC‏ 


ج چس | 
AC.AC‏ > = 


> 
5 
ù 


وخ دادم سايم 


EN =2‏ قم IK‏ متوازيان و متعاكسان في الاتجاه . 
إذن : AB. IK=-AB. IK‏ 


“2 -= لان المثلث 1016 متقايس الأضلاع . 

=8 

3 المستوي الذي يشمل 1 و یعامد (۸۸) يقطع (۸5) ون إذن : >1 هو المسقط العمودي ل 5 على (41) منه : 
5 خی ير 


AK. AK = AK = (=‏ - علق . للم 
التمرين ‏ 7 


)۸( المسقط العمودي للنقطة © على‎ 11. © ABC 
CH=h ؛‎ BC=a + AC=b نضع‎ 


5 
2 


سلسلة هياج 


في المثلث القائم 0838 لدينا  :‏ 82م = CB”‏ +62م 
أي a = AB?‏ + 2م 


b +a _ 1 2‏ 
9 ع 2را a‏ 
ارک 0 02 
منه = ميق 
ab ab hb‏ 
أي : اک ھ ا و هو المطلوب 


0 
5480 هرم قاعدته المریع ۸800 الذي مركزه 0 و ضلعة 2 
ط هو طول الارتفاع 05 
1 - أحسب بدلالة 8 و 3 الجداءات السلمية التالیة : 
وسو ہے و ہو مك 
7ی۲۷ 
2 أحسب 7 حجم الهرم 5 5 
3 - كيف يمكن إختيار 1 حتى يكون (518) و (80) متعامدین . ما هي قيمة ۷ المزافقة ؟ 
4 - لتكن النقط D(-25/2;0;-1) + CC2;-5/2 ;-15) + B2;-10;1/2) E)‏ 
بين أن الرباعي الوجوه ۸8D‏ منتظم ثم أحسب حجمه ۷ 
اة 
ہے یھ کے لگ 
O LOB 1‏ إنن.: 0= ۰08م 
0 هو اسقط :للميودي ل 5 ۶اھت 
فكو اع لد مہا 
إذن : 40 . 0خ AO.AS=‏ 


کرش ا "شفط و يعى O ROB)‏ 


OS? + OD? = SD? : في المثلث القائم (501 لدينا‎ 
58 . 58 = 0S + OD”- BO : aie 
OD = BO بن‎ SB. SD = OS : أي‎ 


129 


۸۷ 


سلسلة هباج 


= ناك SB.‏ 
sn 2‏ 1 = ۷ حيث 8 هي مساحة القاعدة !9 ۸8€ 
منه : 12 V=‏ 
3 - یکون (58) و (812) متعامدان إذا و فقط إذا كان : ”85 = ”$8 +5172 00 
jD = AD” + AB =2 2 00 BD—2a‏ 
OD = f? + +a E SE ees SDP = SBP = h2 +‏ + 092 = 
منه : العلاقة (1) تصبح : 2 - (ته + قد 
أي : a” = 2a2‏ +212 
أي : 2h? =a?‏ 
2 
أي : =A‏ 
اي 2 
منه : = 1ا و هو المطلوب 
012 
E 7‏ 7 2 
هذه الحالة = | V= =a‏ 
E HOT 3‏ 


272 
نه | AB|-35/2‏ منه مول =4+ کے +9 
0 5 4 


م 
2 
.یج 
تا 
ا 
208-2 
1 
55 


2 
تھا 

اتا 

2+ 210 

291 

کے ا 12 رہ سے 
<9 "0ی۸ا1 فا 0029 2آ عقي 
پاپ 72۔ 4 4 4 

اہ 

22 

27 


5 اج 4- )> س 
60 ۴7 5ت مئه 1250| = 961+ 225 +16 = BC‏ 
4 
2 


سلسلة هياج 


25 
3 +2۔ 


21/2 
3-0 0۶0ھ 5 Dê‏ ا ES‏ ا 


2151 


انتيجة :تا لا تنتمي إلى المستوي ABC‏ و AB =AC=AD = BC - DB = DC‏ 
إذن : الرباعي الوجوه ۸8010 منتظم 
مته : مسقط النقطة (1 على المستويٴ ۸8٤‏ هي آملکز تقل المتنث ‏ ۸8€ 


ان : إرتفاعه هو 30 جت چ جو طول ضا 


في هذه الحالة اہ 


253 
ET 1250 „ 25. E EWRE‏ 
2 24 2 
افلم كه 8 
کال 2 
62503 _ 
تبت , تاد 0 
E CT 23 :‏ 
5 1 ع لگ ے۷ 
إذن ا0ت × } = sn‏ 
نٹ 
3x4x 2x42‏ 
1 وک 
التمرين -. 9 


الفضاء منسوب إلى معلم متغامد و متجانس . نعتبر النقط (2 :1 ;4)1 ؛ (8)0110 ؛ (21013)© 
چ ج ج جے ج ج 5 
1ے سب ۸8.۸60 + ACA. 68 + BA. BC‏ 7 
2 ۔۔ عين قيمة مقربة إلى 0,1 درجة لقياس الزوایا 8۸6 + ABC‏ ؛ ACB‏ 


الصل - 9 وی بت 
لنبحث أولا عن مركبات الأشعة 8ھ ؛ ۷۵ھ ؛ 


01 

1-1 8ھ منه 
0-2 

fe 

AC| 0-1‏ منه 
3-2 


ع 
5 


إن : 1+0+4-0]5دقم 


ا 
5 
3 40 
سر ہ با 


1-11 +1+ولدعه 


> 
22 

سی وا 
دناب 


سیت 


!8 
60 
نل دن 


50-1 TEI 


E‏ ہت لا سان کا 


ات 1 -(20-(01+(103 - ۵ھ AB.‏ 
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سلسلة هباج 


BA. 80 - - AB. BC - - ]1)2( + 001( - 26([ > 4‏ 
BÊ) - AĞ . BÊ =3) -1(-1)+ 1(3) =10‏ . فم - 8 .يه 
2 باستعمال تعريف الجداء السلمي لدينا ما يلي : 
۸ ہے چا ہی ۸ 
AB. AĞ = AB x AC x cos BAC‏ منه cos BAC = AB. AC‏ 
AB. AC‏ 
أي 8 cos NEE‏ 
11 ×5ل 
أي 0,13489 = cos BAC‏ 
4 
مت 82,25° BAC x‏ 
۸ ج ۸ 
BA. BC= BA x BC x cos ABC‏ سص تقفظ cos ABC=‏ 
BA . BC‏ 
4 
أي سے cos ABC=‏ 
(5x 14‏ ۸ 
أي 0,47809 = cos ABC‏ 
۸ 
منه : 61,43° ABC z‏ 
۸ 8 سے ت ۸ 
CÈ = CA x CB x cos ACB‏ ہم منه cos ACB = SA. CB‏ 
CA. CB‏ 
أي SS‏ دای رود 
۶ 0 
أي 8 - ACB‏ مہ 
۸ 
می 5 م ACB‏ 
تحقيق : مجموع أقياس زوايا مثلث هو 180° ث۸ ث۸ ۸ 
لدينا : 179,999 نہ 36,319 + 61,439 + 82,255 = BAC + ABC + ACB‏ 
التمرين - 10 
في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (:[:: 0) عين مركبات أشعة ناظمية لكل من المستويات التالية : 
3y-z=0 :(P» x+y-z=0 :(Pı)‏ 
x-2y=0 :(P»‏ 
I3‏ 
8 = 2+3ےک= پا کے ۔ وگۓے 
(P3)‏ 3-0 37 4 2 
الحسل ‏ 10 
كل مستوى ذات المعادلة 0 +12+ ر8 + ٥×‏ له شعاع ناظمي اا حيث | م 11 
منه النتائج التالية : 
: 
1 
1 شعاع ناظمي للمستوي (/8) 
5 
0 
2- |7 شعاع ناظمي للمستوي (ر۲) 
0 
12 
4- |۷۷ شعاع ناظمي للمستوي (وط) 
4- 


پچ س س ا 
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0 
وا شعاع ناظمي للمستوي (۲) . 
١ -1‏ 


الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس . ni‏ 
أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (©) الذي يشمل (3 ;4- ;4)1 و | 0 أ1ا شعاع ناظمي له . 
الحل - 11 : ری 
X=‏ جم 
لتكن (ئ : ۷ : )24 غنقطة من الفضاء . إذن : ادا 
2-3 


TLAM ls Me (P) 
ء۶‎ AM =0 يكافئن‎ 
1)x-1( + 0)y +4( يكافئن 0= (3-ع)2-‎ 
×-1-22+6=0 يكافئ‎ 
)2( یکافی 52+5270 2-× و هي معادلة المستوی‎ 
12 التمرين سے‎ 
. الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس‎ 
- ++ 2+ 2-3 - 0 أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (۲) الذي يوازي المستوي ذو المعادلغ‎ 
و الذي يشمل النقطة (3-:1:2-)ھ‎ 
1د‎ 3 12  لصحلا‎ 
المستوي ذو المعادلة 0= 3 -ج + /23 + ×- له شعاع ناظمي ا‎ 
1 
TLAM يكافئ‎ Me (P) 
= e ہج‎ 
1. AM =0 يكافئ‎ 
-1) + 1(+2)y-2(*1)2+3(=0 یکافی‎ 
)۴( يكافئ 0= 2-2 + ر 2+ ×- و هي معادلة إلمستوي‎ 
: ملاحظة : يمكن البحث عن معادلة المستوي (۴) بطريقة آخری كمايلي‎ 
: يوازي المستوي ذو المعادلة 0= 2-3 + ر2 +« - إذن : (۶) له معادلة من الشکل‎ )7( 
ل 2+ ×- حیث » عدد حقيقي ثابت‎ +2+ =0 
)8( ہما أن ۸ تنتمي إلى (۶) فإن إحداثياتها تحقق معادلة المستوي‎ 
»=-2 أي : 0= »+ (3-) + (2)2 + (1-) - منه 0= 2+ أي‎ 
رو یرہ‎ +z-2=0 : نتيجة : معادلة () هي‎ 
)6 :7:[:16( في كل التمارين التابعة الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس‎ 


x+1 
لتكن (ھ : رز ×)1/( نقطة من الفضاء إذن : را‎ 


13  نيرمتلا‎ 

إليك المعادلات الديكارتية لأربع مستويات : 

x-2y-z=0 (و5):‎ -x+2y+z-3=0 :(Pı) 
2x+3y-4z+2=0 :(P» „K-2723 =0 ©» 
. المطلوب : أذكر المستویات المتوازية و المتعامدة‎ 

الحل - 13 


لنبحث عن ۳٢‏ + جه » 25 > بت الأشعة الناظمية على الترتيب للمستوياك 7ا۳ 8(٤‏ ؛ (د) ١‏ رو 


1- ہے ا ام 2 ام 

4| 3 ٤ 05-2 0 و اٹ‎ ٤ | 2 

-4 -1 3 1 
‫َ 


4- -1 +1-4 - - .إا إذن : (,5) و (82) ليسا متعامدان . 
6--1-4-1 -- ونا. للا إذن : (01) و (83) ليبيا متعامدان . 


ا > 
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< بل ا إذن : (0) و (۶4) متعامدان . 
ا إذن : (و) و (و۶) ليسا متعامدان . 
نا إذن : (وط) و (۶۵) ليسا متعامدان . 
118 ذن : (وط) و  )2+(‏ متعامدان . 


چا 
-]101- هنه : ہہ 

إذن : ونا / انا 

منه : المستويان (71) و (و) متوازيان . 


(۲) مستوي معادلته 2-6=0- ر+×5- 
4 نقطة من الفضاء إحداثياتها (1- ;6;2 -)۸ 
بين أن النقطة (0 ;1 ;1 -)8 هي المسقط العمودي للنقطة ۸ على (۲) 
الحل ‏ 14 
يمكن الاجابة على هذا السؤال بطريقتين مختلفتين كما يلي : 

ہے Be (P)‏ 
الطریقة (1) يكفي أن نثبت أن :< ج 

0ت A8 [٠‏ شما ناظمي للمستوي' (7771)8 60 
)1( هل (P)‏ € 8 ؟ 1-0-6=5+1-6=0+)5(1- 

دک إذن : فعلا (م) © 8 
(2) هل ۸8 شعاع ناظمي ل (2) ؟ 


6 ہے 
لدينا : 1-2 أله 
0+1 
5- ہا 
ہما ان 1 | شعاع ناظمي للمستوي (۶) فإن 48 - شعاع ناظمي ل (۲) 
)ا وعليهفإن ۸8 شعاع ناظمي ل (۴) أيضا . 
نتيجة : الشرطين (1) و (2) محققين إذن : فعلا 8 هي المسقط العمودي لذ ۸ على المستوي (۲) 
الطريقة (2) يكفي أن نثبت أن بعد النقطة ۸ عن 8 يساوي المسافة بين النقطة ۸ و المستوي (0) و أن (0) > 8 
لدينا احداثیات 8 تحقق معادلة (©) إذن : (م) > 8 
لعن و الف بين مار )0 27( 27< لااو تام 


(25+1+1 7 


لنحسب ۸8 : 


ذن : 27 =25+1+1( = AB‏ 
: 8 هي فعلا المسقط العمودي ل ۸ على المستوي (5) 
التمرين ‏ 15 
لتكن النقط (1 11 195-)4 ؛ .B(0;0;-1(‏ ؛ (2:1۔ یہ" 
1 بين أن النقط .4 ٠ 8 ٠‏ € تعين مستويا . 
2 - عين شعاعا ناطميا للمستوي 41300) 
3 - أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (450) . 
الحل - 15 


1ه 
1ے 0-1 أظم إذن : 
1-1- 


_۔سلسلة هباج 


1 
دنع ا شعاعا ناظمیا للمستوي (480) حیث 2 و تا عددان حقيقيان 
b‏ 


بين 2 يردي على كل ا فاي 0طى وة قم د كم 
0١‏ - ق7۰۸ 


منة : 
0= ۸6 


Tî LAB 
TLAĞ 


00 


ا 3 ده 
ع وا شعاع ناظمي للمستوي (۸20) 
1/6 

إذن : 615 أيضا شعاع ناظمي أي ا هو شعاع ناظمي للمستويٰ (4130) 


3 لتكن (2 :لا : 0/08 نقطة من الفضاء 
M € )AB€(‏ يكافئ FLAN‏ 
یکافئ 0= TF. AM‏ 
يكافئن 1)z2-1(=0‏ -(1 - )8 + )1+ )6 
يكافئن ‏ 0= 2-1-ر8 + ×6 و هي معادلة المستوي )A8©(‏ 
تحقیق : 8-8-0 = 1-1-(8)1 +661 إنن : A € (ABC)‏ 
Be (ABC) : jil 6)0) + 8)0(- (1-1 = 1 - 1 =0‏ 
0= 1=18-16-2-(1) -(2-)8 + (6)3 إنن : (۸۵0) © 
التمرین = 16 
وی مو اہ (8) التي قطرها [۸] حيث (2-:2: 4)7 و ()4-;3;0-)8 
۔۔۔ أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (7) مماس السطح (8) في النقطة 4 
E.‏ 
1 - مركز سطح الكرة (8) هو ٣‏ حیث ٣‏ منتصف [۸8] و نصق قطر 


AB سا‎ 


2 
سس 24 0 متكت اي تاد 
ا )س اي ( ۷ 

10 E 

AB= (100+4+4= (108 :aie + AB|-2| اقم في‎ 0-2 
62 
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1 


نتيجة : سطح الكرة (8) له المعادلة : رکالم + 


أي : 9-1084 + 6+4+1 + -4x-2y‏ 2+ 2وجتير 

أي : 7- 2+4 6+ 2-4-2 + تو خر 

x+y + تج‎ -4x-2 y+ 6 أي : 13-0 -ع‎ 

2 - المستؤي (8) مماس ل (5) عند النقطة A‏ إذن : 
(۳) يشمل ۸ 


الشعاع ۷۸ ناظم للمستوي (7) 


لينا | 2-1 WA|1| ai WA)‏ 
و 1 
لتكن (2 ; ئل : M)×‏ نقطة من الفضاء . 
و 
Me )0‏ یکافئ WA LAM‏ 
ا 
يكافئن ۸۸0 . 7/۸ 
يكافى 2(=0 +1)2 +(2- 10 +(7-×)5 
يكافئن 0= 2-35 + نإ + ×5 و هي معادلة المستوي (7) 
التمرین ۔ 17 
(8) سطح كرة معادلته 0> 23-62-15 + 2+ ر + »× 
1- عين 7 مركز السطح (8) 
2 أحسب بعد النقطة س عن المستوي (©) ذو المعادلة 0 422-32-6 
3- هل المستوي (۶) يقطع سطح الكرة (8) ؟ علل إجابتك . 
لحل 17 
x+y +2 +2 y-6 2-15=0 -1‏ يكافئ ‏ 9-9-15<0+و6- +1- 1 رو ++ 
یکافیئ 2-3(2-9-15-0)+1(2-1 + (x-0) + )y‏ 
یکافی . 25-0-(2-3) +17 + یىی +02 - ») 
يكافئ ”(5) = 3(2 -2) + (1 + بر + 0(2 -») 
إذن : (5) هو سطح الكرة التي مركزها (1:3-: ۷)0 و نصف قطرها 5 . 
2 لیکن (1 بعد النقطة س على المستوي (2) 


3 - نصف قطر الكرة $ أكبر من بعد المزكز ٠‏ عن المستوي (۶) إذن : (۶) يقطع السطح (8) . 
التمرين ‏ 18 (بكالوريا) 

لتكن النقط (25-1 115-)4 ؛ D(1;-5;-1) + C(4;-3;3) + B(6;1;1)‏ 
1 - عين مركبات شعاع ناظمي ا للمستوي ((08601) 

2 - إستنتج معادلة ديكارتية للمستوي (86©1) 

3 - عين إحداثیات النقطة 11 حیث 11 هي المسقط العمودي للنقطة ۸ على المستوي (861) 
4 أحسب BH. CD‏ 

5 - نسمي إرتفاع رباعي وجوه كل مستقيم يشمل أحد الرؤوس و عمودي على الوجه المقابل . 
لتكن النقط (0 ;1)1;0 ؛ J(0;1;0(‏ ؛ K(0;0;1)‏ 

هل ارتفاعات الرباعي 1316© تتلاقى في نقطة واحدة . 

الحل - 18 


6)] مہ 0نی 
جات 1-3-1 0ھ منه 2-4 
3-1 2 
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| ع 
73 _ ام CD2‏ 
21-5 5 


1 59 5 
ليكن ۾ |7 شعاع من الفضاء 
b‏ 
ع ان 5 0684 و و و 
يكون 7 شعاع ناظمي للمستوي (80120) نا داكن | حك 
تی 
ا 10-4a+2b=0 l.i,‏ 
0> ۳۰0۵ ع 0 
کر رت ہت ےت 09 
O 123-45-0‏ 
بضع (1) و( 15-10-0 


سے 


2+ <Y 


منه : 108-15 
منه : 15/10 -2 اي 8-3/2 
بالتعويض ا + 4b=-5-2a‏ 


. أي  :‏ (5-260/2->-0 4 
أي : 8-=ط4 أي 2--ط 


2 ا 

27| 3 

4۔ 
2 

نتیجة : يكفي أن نأخذ 8 شعاعا ناظمیا للمستوي (80[12) 
4- 


2 معائلة المستوي (6010 : 


2 
3 | لا شعاع ناظمي للمستوي (801) إذن : المستوي (9010) له معادلة ديكارتية من الشكل : 
4- 0 >-»+42-:2+3 حيث 1 € 0 
(BCD)‏ € 8 إنن ب 0>-»ن+(4)1-(3)0+(206 
منه:- 23213 
نتيجة : معادلة المستوي ((801) هي 0> 3-42+13+×2 
3 لتكن (3:2: )11 إحداثيات النقطة 11 


1ات 
إذن : | AHÎ y-2‏ 
221 


تكون 11 مسقط عمودي ل ۸ على المستوي ((801) إذا و فقط إذا كان : 
E. 3‏ 
یلت 


یکافئ -1(<0 +2 + (2- 40 -(1 + )10 
0 -> 20 +ع 2+ 105-4 


ي 0 >(42+1 -(2- 20 -(5+1۔ 
يكافئ -5×-2y-42-5=0‏ 
یکافیئ 13-0 +2 3-4+×2 


5 e(BCD) 


17 


نتيجة : تکون 11 مسقط عمودي .ل ل على (8010) إذا و فقط إذا كان : 
ہیر روک وہ ہے (1) 


2-5-0 2-4 -×5- ........ (2) نحل هذه الجملة كمايلي : 
0 9-42 3ی کا کا تی 

(3) تكافئ 48-13-0 + 2-3 - .....(4) 

)5( .....20 × 8y +4 2+ 40 =0 تكافئ‎ )1( 

بجمع (2) و (4): 42-13-0 3-ر5-2-ع4- پرو-ہر5۔ 


أي : -7x-5y-18=0‏ مسصیمبییبی (O‏ 
بجمع (2) و (5): -5x-2y-42-5+20×x-8y+42+40=0‏ 
أي : 0> 107+35-×15 جا و 


ندل أل 20 18- 5-> 7- تكافئ و 
15x-10y +35 =0 15x-10y +35 =0‏ 
بالجمع : 0= 71+ ×29 منه 71/29 -= × 
بالتعويض في المعادلة 0= 18- ر 5-×7- لدينا : 
جوا ۔ تيك =18-( )سور سر 
29 
7 7 5 رت 
5x29 9‏ 
بالتعویض في المعادلة (3) نحصل على : 


7 ین EGE‏ 
يي 13-2 399 


157 
أي 0 
أي ٠:‏ 42-220/29 
أي 22-9 
۸2۸۵" فك | دم چ 2715 
یں ھا پر سيت 3 297 2 
6+ 
کے لع 1029 ,_ 
BH E 2-84‏ منه 34/29 -| BH‏ 
55 26/29 
22-1 
29 
0 ع 26 34 رو 103 = BH . CD‏ 
سنا SED‏ بد - روم ۰< - دہ BH.‏ 
2 خلت 
(68-104 + 515 )وو 
2-9 
2-9 
۔۔ المعلم متعامد و متجانس إذن لدينا النتائج التالية : 
الارتفاع المتعلق بالراس [ هو محور التراتیب (ل3ؤ) کے لے 
الارتفاع المتعلق بالرأس 1 هو محور الفواصل (×») 1 


الارتفاع المتعلق بالرأس × هو محور الرواقم (22) 
الارتفاع المتعلق بالرأس 0 هو محور التراتيب 
نتيجة : كل الارتفاعات تتقاطع في نقطة واحدة هي المبدأ 0 


8 138 


2(3 +3) 35 (-42+ 130 
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19  نيرمتلا‎ 

E(1;2;-2+ ¥2) + D(0;3;-2) + B2;3;-2) + لکن النقط (2-:2 :ى۸‎ 
AB = AD = AE تحقق أن‎ - 1 

2 - تحقق أن المستقیمات (۸8) ٠ )40( ٠‏ (4۴) متعامدة مثنى مثنى ۔ 


الح او 1 

ا و AB‏ مه 1 AB=(1+1+0= 2 7 AB|‏ 
2و 0 
Ot‏ 7 ج 
ری ا کے 1 آضق۸ 5 1+1+0-2 لد مم 
22 0 


: 9 +0 ری‎ ۹ 
AE =( 0+0+2 >2 منه‎ AEÎ 0 منه‎ AE 2-2 
2 -2+ 2+2 


نتيج : 2( AB = AD = AE=‏ 
لغ 1+1+0=0-= AB LAD. ùi! ABAD‏ 
ABLAÊ jil AB.AÊ=0+0+0=0‏ 
AD LAE ji! AD. AÊ=0+0+0=0‏ 
نتيجة : (48) › (41) و (ل۵) متعامدة مثنی مثنى . 
التمرين ‏ 20 
لتكن النقط (0 ;1- ;۸)1 + (4-:80:3 :۶ CC3;0;1)‏ 
8 
5 شعاع مركباته | 15 | 75 
17 : 
1 تحقق أن النقط ۸ ۰ 8 ٠‏ © ليست على إستقامية 
مہ ~e‏ کے اس ا 5 35 
2- احسب 418.8 و 40.23 ثم استنتج معادلة ديكارتية للمستوي (۸20) 
3 - عين معادلة ديكارتية للمستوي (5) الذي يوازي المستوي (©486) و يمر من النقطة (1- 2525 -)ط 


Ol 5‏ 
کے 3+1 AB)‏ منه 4ھھ 
24-0 34 
1 کٹ 
0+1ھٴ منه 01م 
1-0 1 


' وی ا چ هد 
ققيجة : 2+ ل إذن ::48 و 6ھ ليسا مرتبطین خطيا . 


1 4- 
منه : النقط ۸ ٠ 8 ٠‏ © ليست على استقامية کت 
ج۔ 0 = 68 + 60 + 8 = )4(17 -)4(15 + )1(8 A . T=‏ 
۔- کر 
C.n=-4(8) + 1)15( + 1(17) -- 32 + 32 =0‏ 


5 چ چا 
اتتيجة : الشعاع 1 عمودي على كل من AB‏ و AC‏ 


إذن : 2 هو شعاع ناظمي للمستوي (480) ٠‏ 


لتكن (2 : ' :)24 نقطة من الفضاء . 
M € (ABC)‏ يكافئ ‏ 17ھ 
يكافئن 0= AM.‏ 


سلسلة هباج 


يكافئ ‏ 0= (0-ع)17+(1 +156 +(1- )8 
يكافئن ‏ 2+7-0 17+ ر5 +یرع و هي معادلة المستوي (۵)0ھ۸) 
4 - المستوي (۲) يوازي المستوي ()2ھ۵) إذن :_(۶) له معادلة من الشكل : 
2+000 19+ 2 5ا پر8 حیث 0 عدد حقيقي ثابت . 
(2) »© 10 إذن : احداثیات 0 تحقق المعادلة 0= »+17z+ر15+×8‏ 
منه : 0 +a‏ )1 -(17+)15(2 + )2-(8 
ا 164-7 
ا z3‏ 
نتيجة : معادلة المستوي TTP)‏ 17+30 یڑ عدم 
التمرين ‏ 21 
لتكن النقط (0 ;2 ;4)1 ؛ (3:452-)8 ؛ C(1;-2;-1)‏ 


1 - بين أن 48و ا۸ غيْنَ مرتبطين خطیا ” 


a‏ 17م 
2 - بين أن الشعاع. | ط |5 يكون ناظمي للمستوي (4130) اق 
c‏ 
ر 
3 - استنتج شعاعا ناظميا للمستوي (480) بمركبات صحيحة . ثم أكتب معادلة للمستوي (4130) 
الحل ‏ 21 
3+1 تچ 
اش 4-2 A8‏ , مئه 2 AB|‏ 
2-0 2 
OOS‏ 2 سج 
4801-2-2 منه 2۴ھ 
1-0( 1 
Dg‏ ئن لی ہے 
نتيجة : aT‏ إذن : 48 و ٥ھ‏ ليسا مرتبطين خطيا . 


عبت 
n LAB E‏ 
2- | ط | ,ناظمي للمستوي. (۵6ھ) يكافئ 
0 الي ای ا 
انی 
E‏ 0 
n.AC=0‏ 


2202ا 
8 | 
وی 0 و هو المطلوب 


ہوا ".220 
O)‏ 00 ت29 


ضع (1) و (2): "2640-6-0 عٌہ 
أي : -2b+c=0‏ 
أي : 20ع 
لیکن 8-2 إذن: ہے 
بالتعويض في (2) : »+ طا24=4 ايی: 4+(2 4و2 
50 منه a=12/2=6‏ 
نتیجة : 0 هو شعاع ناظمي للمستوي (۵0ھ) 
4 
3 
ملاحظة : الشعاع ٦‏ سين (©48) لأنه يوازي 72 
2 
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E 
ھ٢ إذن : ناخذ‎ 
2 


لتكن (2 : لإ )21 نقطة من الفضاء 
0 
M e (ABC)‏ یکافئ 2.41/1-0 
يكافئ 2)2-0(=0 +(2- 9 1+(1+)3 
يكافئ 1-0 +22 + ر+ ×3 و هي معادلة المستوي (418600) 
التمرين ‏ 22 
(5) مستوي معادلته 2+1-0 4+ ر-×3 
أحسب ‏ بعد النقطة (1- ;2 ;1-)۸ عن المستوي (۲) 
الح .22 CCAD AS22418‏ _ 


26( 6 +1 ول تر +12 G+‏ 
التفزية 23 
لتكن النقط (1 ;0 ;۸)1 ؛ 8B§8;-2;0(‏ ؛ C2;4;-5)‏ ؛ DG;5;3)‏ 
1 - عين شعاعا ناظمیا للمستوي )۸8٥(‏ 
2 - أحسب بعد النقطة 8 عن المستوي (۸30) 


1 
ليكن 3 شعاعا ناطميا للمستوي (4130) 
cC‏ 


چ چ کا 
مت يكافئ و 
TAL AC‏ 0- 0٠۰ھ‏ 
7 0-ع-2-260 
ع E‏ 
يكفئ (1) کے ا 
)0( سہ 8-6620 1+4 


بجع (1) و (5)2 00:-207607- +41 
أي : 0د 5-8 منه ٥=5/8‏ 
بالتعویض في (2) : 46-660-1 منه 1-(6)5/8= ظط4 


15 
ا پ7 4b‏ 
أي 9 


1 أي b=11/16‏ 
نتيجة : | 11/16 ۸ شعاع ناظمي ل المستوي (©4183) 
5/8 
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|| 


سلسلة هباج 


16 
|٠‏ مر لش اح تي سی مهم 
10 

إذن : معادلة (488600) هي : 0-0 +2 10 + نر 11 + 16 حیث 0 عدد حقيقي ثابت 

16)1(+11)0( + 10)1( + إذن : ۵< ع‎ A € (ABO) 

منه : 4-0 + 26 أي 26 -- بن 

نتيجة : معادلة المستوي (ABC)‏ هي 16x+11y+10z-26=0‏ 
2 لتكن £ المسافة بين (1 و المستوي (41860) 


17 |26 -30+ 55 +۱48 3 |26 - (10)3 + (11)5 + (16)3| 
47( 256+121+100 107 + 11+ 16( 
التمرين - 24 
أحسب بعد النقطة 0 مبدأ المعلم عن المستوي (2) الذي معادلته : 0 2-7 26+:22-33 
الحل ‏ 24 


لتكن € بعد المبدا 0 عن المستوي (5) 
60071١ 0 1‏ +12060023000 


التمرين ت25 49( 4+9+6 
لیکن : (۶) المستوي ذو المعادلة 22-1 - ر 

1 النقطة ذات الاحداثيات (2 ;0 : 1)3 

1- عين ) بعد النقطة 11 عن (5) 

2 - استنتج بعد النقطة 1 عن المستقيم (0) ذو المعادلة 1 -×2 - ر في المستوي (203) 
الكل 25 

1ے 1-×2=ر یکافئ 1=0-ر-×2 


0ٰ 5 5 


5 4+1+0 
2 - لتکن 11 المسقط العمودي للنقطة 1/1 على المستوي ذو المعادلة 22-1 - ر 
إذن : کل = = MH‏ 
و لیکن >1 مسقط النقطة 1/1 على المستقيم ذو المعادلة 1- ×2= ر 
من المستوي (ل ٥‏ ») إذن : 2= 1K‏ لان راقم النقطة ١M‏ هو 2. 
في المثلث القائم في 11 : HKM‏ لدينا : HM? + HK? = KM?‏ 
منه : =KM‏ ?2+ 0 
أي : KM? ١‏ =5+4 
منه : 9=3 ¥= KM‏ 
نتيجة : بعد النقطة عن المستقيم ذو المعادلة 1-×2= ل من المستوي (ډه») هو 3. 
26 
لکن النقط (1- ;0 ;4)1 ؛ (8)2;2;3 ؛ (2-;1; €8 ؛ D)4;2;1)‏ 
1 - بين أن المثلث 48٤€‏ قائم ثم أحسب مساحته . 
2 . 
2 - بین أن الشعاع | 3| ناظمي للمستوي (۸8360) 
1 
3 س استنتج معادلة للمستوي (4130) 
4 - أحسب الحجم ۷ لرباعي الوجوه 0۸8€ 
الحل ‏ 26 


1 اچ 6 ب 
ہے اف إذن : اق منه : 21 -4+16+ 1 لے وم 


3 


34 
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ہج ارت 2ا 
ات إذن : ۱ 2 امت 6> 4+1+1ل-تھ 


رب سیت 
BC| 1-2‏ إذن : 
ماود 


BO?‏ = رو - ع + 21= AC‏ +2صھ 
إذن : حسب فیثاغورت فان 4860 مثلث قائم فی A۸‏ 


1 

1 

ا 

:ai 8‏ _ 27[ 7729+ ّھ 
5 


إذن : المساحة 5 للمثلث ۸20 هي : AB x AC‏ ل S=‏ 
ل یل 21ل یہ 
و 30+14-0-(5-20م .2 بن : ظة لم8 
101-0+(30-(20 - 2.86 إنن : 21806 


نتيجة : 35 شعاع ناظمي للمستوي (۸۵6) 
2 
ا 0 شعاع ناظمي للمستوي (©886) إذن : (©48) له المعادلة 0 > بن + 2+ 2-33 حيث ٤18‏ » 


20(-3)00+ بن + 0+ رزم‎ A € (ABO) 
82-21 -> این‎ 
2-317+2-1-0 : )480( منه : معادلة المستوي‎ 
17 اک 8×1 ۷۰ حیث 11 هو الارتفاع المتعلق بالرأس‎ 
: منه 11 هي المسافة بين النقطة (1 و المستوي (480) كمايلي‎ 
۔()+ - (4۔‎ 1 
کہ |14 - ا 0-11+)32-) انا بن‎ 
4+9+1 14 
vy REE دهم وراك‎ 535 
ملاحظة : هذه المسافات و المساحات و الحجوم مقدرة بوحدة القیاس‎ 
. و (0) مستويان معرفين بالمعادلتين : 0 -2-:3+< 2 و 22-0 + ر-× على الترتيب‎ )۶( 
)0( تحقق أن (3-:0: ۸)1 متساوية البعد عن المستويين (۲) و‎ 1 


2 عين مجموعة النقط 31 من الفضاء المتساوية البعد عن المستويين (۲) و (0) 
القل 27 8 

1ت الفساف بين477 و#المستؤي (۲): وع سار کا اانه نيا 
6 4+1+1 
8ع 
6 


المسافة بين ۸ و المستوي (0): _ |(3 2 + )0( -1)0 


نتيجة : النقطة ۸ متساوية البعد عن المستوبین (2) و )Q‏ 
2 لتكن (2 : 9 : )2 نقطة من الفضاء 

نسمي £ مسافة النقطة /1 عن المستوي (0) 

نسمي 1 مسافة النقطة 1/4 عن المستوي )Q(‏ 


"۱)۷ 


۷۷ 


0۷ 


۱۸۸۸۷۸۷۸۷۷۹/1 


اع - و+ع 2| _ XYZ‏ 9 
1 6 4+1+1 
ا2ج ا اz‏ 2+ و-×ا _ 
6 1+1+4( 
ت EF‏ و اz‏ 2+ ودار |2x+y-z|‏ 
6 6 
يكافئ اع 2+ -y‏ ×| ذاو ودع 2| 
227+ ہر پر عوے پ+ ر2 
يكافئ أو 
(39+22-ع)- دج و+ع2 


2x+y-z-x+y-22Z0 
1 یکافئ أو‎ 
22-0+پ-رو+ع-+ر2‎ 

۱ع 3- ر2 +ر 

يكافئ أو ا 

١‏ 0 وق 


نتیجة : مجموعة النقط ۷ المتساوية المسافة عن المستويين (8) و (0) هي النقط التي تنتمي إلى أحد المستويين الذين 
معادلاتهما 0 >2 21-3 +* أو 32+20 
مثلا : النقطة (3 - ;0 : 4)1 تنتمي إلى المستوي الذي معادلته. 0 - 2+ ×3 
النقطة (8)1;1;1 تنتمي إلى المستوي الذي معادلته 0 >7 23-3 + × 
ا 
ھ٠‏ 8 ٠‏ © ثلاث نقط من الفضاء حیث ©4186 مثلث قائم في © و متساوي الساقین . 
3 کے کا رک 
(8) مجموعة النقط 11 من الفضاء التي تحقق : || MA + MB || = 2 || MB + MC‏ 3 || 
تحقق أن (۲) مستوي عمودي على المستوي (4180) يطلب تعيين تقاطعهما . 
الحل ‏ 28 بد ارت اح 
لتكن 6 مرجح الجملة })1 ; 8( : (3: ۸)) إذن : MA + MB - 4 MG‏ 3 
لتكن 62 مرجح الجملة ((1: ©) (8:1)) لان 8002 2= 06+ 38 (02 هي منتصف [80] ) 
مس طم ع حك تتام 
MGz ||  ئفاكي || 3 MA + MB || = 2 || MB + MC || : jil‏ 2 || 2= ,8/16 4 || 
سے EBE‏ 
يكافئ || MG, || = 4 || MG»‏ || 4 
: چم ہے 
یکافئ || MG: || = | MG2‏ || 
إذن : M٠‏ تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة المستقيمة [2ي6,6] 
ہما أن ,6 و 62 تنتميان إلى المستوي (۵8) فإن المستوي المحوري للقطعة [0102] هو مستوي عمودي على 
المستوي (410) و يقطعه في المستقيم الذي هو محور القطعة المستقيمة [ي 6 6] 
لتمرین - 29 
(5) مستوي 0۰ نقطة من (۶) و :(۵) مستقيم من (۶) یشمل 0 
4 نقطة من الفضاء لا تنتمي إلى المستوي (۶) 
نرفق بالنقطة 4 المسقط العمودي 1 ل ھ على المستقيم (4) 
ما هي مجموعة النقط 71 لما يأخذ المستقيم (4) کل الوضعيات الممكنة . 
الل 29 
4 هي المسقط العمودي للنقطة ۸ على (۸) 
(4) يشمل 0 إذن لما (4) يغير الوضعية فإن يدور حول النقطة 0و عليه فإن المسافة بين 0 و M١‏ ثابتة و تساوي 
المسافة بين 0 و المسقط العمودي للنقطة ۸ على المستوي (5) 
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نتيجة : لتكن 11 المسقط العمودي ل ۸ على المستوي (5) 
إذن : لما (4) يأخذ كل الوضعيات الممكنة فان 1۷۸ 

تنتمي إلى الدائرة التي مزكزها 0 و نصف قطرها. 011 
(محتواة في المستوي ()) 
ملاحظة د العو ۸ على المستوي (0) هي 0 
فإن مجموعة النقط 74 لما (4) يأخذ كل الوضعيات هي النقطة © فقط . 
التمرين ‏ 30 
0ء رباعي وجوه منتظم . () هي مجموعة نقط الفضاء 71 التي 
تون > > اج جه ج ج ب > 

(MA+MB+ MC + MD)(MA + MB - MC - MD) =0‏ 
ما هي طبيعة مجموعة النقط (۲) ؟ 
الحل ب 30 
لتكن الجملة المثقلة ((1- : ]) : (1- : ©) :(1: 08 ;(4;1){ 
یں ل مت ا قل شرحت 

شا Mb‏ لد - قلط + MÃ‏ ثابت لا يتعلق باختیار النقطة ]/1 


T= MA + MB - MC- (۸5 نضع‎ 


7س و و تا ہہ 
من أجل 34 تطبق على ۸ تحمال 2۸D) |; J‏ ۸0ج AA * AE‏ 
جد جع مكحي 

u= AB + CA + DA : أي‎ 

ار یہ ہے ہے 

u= CA + AB + DA : أي‎ 

ج ج 4ے 

U = CB + DA : أي‎ 


لتكن الجملة المثقلة ((1 : 0) : (1 : ©) :(1 5 8) :(4:1)) 
مجموع المعاملات غیر معدوم يساوي 4 4 لان للجكلة نعل را 6 هو مركز ثقل الرباعي الوجوه ۸8010 
منه : MÈ+ Mê + MD = 4 MG‏ +7۷۸ 


لقيجة ب ب ببس کہ ہس ہے ٹوس مت نقيت 
(MA+ ۷۵+ MC + MD)(MA + MB - MC -(/۵( = 0‏ يكافئ ‏ 1-0. 4110 
حا 
يكافئ  MG6.1=0‏ 
إذن : (0) هو المستوي الذي يشمل النقطة © و لا شعاع ناظمي له . 
التمرين ‏ 31 


.4 و 8 نقطتان متمايزتان من الفضاء 

لیکن © مرجح الجملة [(ط 61 :(2 ۸)) حیث 8+50 

و لیکن 1٤‏ مرجح الجملة [(ط/1 ; 8) ; (۸:1/8)) حيث ۶0 و ١ط‏ 
نضع 1 منتصف [۸8] 

1 - برر وجود النقطة >1 

2 بین أن 1 هي منتصف [16©] 

AB بدلالة‎ GK أحسب‎ 3 

4 عين الشرط على 8 و ط حتى يكون 418 < 016 

31  لحلا‎ 

ات مغروة و 020 


إذن مع +1 ل لأن #0ط+هa‏ 


منه : النقطة × موجودة (مجموع المعاملات غير معدوم) 
2 6 مرجح الجملة [(ط : 8) ; (2 : 4)) إذن : من أجل كل نقطة 0/1 فان : 
بے سی عد 
a MÃ + b ۸8 = (a + 6‏ إنن : 
لما 14 تنطبق على 1 فان : 16 (ط + a1Ã+ b18 = )a‏ 
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5 ڪڪ ج ہک سے ہہس سے ا 
تكن ]حك BAL AEB‏ مد (a+b) IG‏ - لخ 6 + مہ 
ل aA bIA= (a+ b)IG‏ 
(a+b) 16 9‏ ده û) ....... (ab)‏ 


من جهة أخرى کا هو مرجح الجملة ((1/0 : 8) : (/1 ; 4)) إذن : من أجل كل نقطة 2/1 

1 El 
1 MA+ MB=( + ) MK فان‎ 
015 :1 إذن : من أجل 4 تطبق على‎ 


1 : أي‎ 
1 : منه‎ 
2-18 7 
رق‎ PK! : منه‎ 
A IK 
9 
IK 


أي 


8 
ان 
نتيجة : من العلاقتين (1) و (2) لديناة ہے 
,۵ )۶ حمارہ 7 یں 6+816 عماط-م 
3 و 1( م -@-b) A=‏ 
يكفى 10 (8+ <فا ا۔م 
(a+ (15‏ - - ۵ا (-م) 
کان 6+0 = 6-8 
KÎ‏ 0ه - 1( - م 
یکافئ ‏ 16-10 
يكافئ 1 منتصف [6] 
3 من المساواة (1) لدينا: << 16( + )= 14 )طم 


فاد کے جح ما ھ8 یں وړ 
منه a IG‏ (لان (a+b#0‏ 


a=b 1‏ 
إذن : ہے ا مسب 
إدن 6 


AB 
اید 60 - كه‎ 
x 2 ي‎ 


AB 6 : منه‎ 


جه :. آ۸8 جح KG=‏ ٹن 216=KG‏ 


a 
4-Þ|AB> AB یکفیئ‎ GK> AB -5 
a+b 


220 یی سر ھی ہکاتھو مض 
التمزين - 32 9 


”6 مثلث قائم في ۸ و متساوي الساقين حيث ه- ۸0 - 48 . 18 وسيط حقيقي . 


1 - ما هو الشرط اللازم و الكافي حتى تقبل الجملة ‏ ((10 ©) : (2 : 8) : (1- 5 4)) مرجحا مي . 


2 - تحقق أن E‏ 


یکافی 1< 


3 - عين المجموعة (]) من النقط 1 حيث || 110 + MA + 2 MB + 2 MÊ || = || 314 + MB‏ - || 


5 - لاحم 
4 - عين المجموعة ((7]) من النقط 1 حیث 8ه = || 2160 + 2118 + MA‏ - || 
الحل - 32 

1 الجملة تقبل مرجح إذا و فقط إذا كان 2+۶0+ 1 - أي 2-1 22 


2 - من أجل 0-0 : -:280+:26- 01 
من أجل 1دص : 0-,06+ +2801 + رهم - 0 
ار 


هد 
ا یا BG‏ 2+ ,6م - 


بطرح (1) من (2): 0 
کین کے بر بت کتسد کرت ویپ کے 
أي : 2 درق GAB 2 BGC BAGO E‏ 
أي 0 = AĞı+ 2GB + BÛ)‏ + 5۸+ 606 
اي : > CA+ A+ 2 Go:‏ 
C+ +2 666 = : 1‏ 
د 
77 0د 
اشع ٹیس 
اي : 600 2= 001 
منه : 61 هي منتصف [000] 
لنبحث عن موضع 00 : 


ع اك جح ہت 
لدينا : 800-60 2+ AG)‏ - منه AGo =2 B6)‏ 

منه : 0 هي نظیزة ۸ بالنسبة إلى 8 
الانشاء : 
البحث عن 606 : 
GG, = } Co‏ 

2 2 
في المثلث القائم ۸060 لدينا : CA” + AG) = CG‏ 
منه: 000 = ۵ 2) + ۾ 
2 

5 a” = CGo أي‎ 
CGo=a 5 أي‎ 


5 5ھ 03 
إذن ٭ 2 CGo=‏ 2 = 0و6 
إدن 2 ج0 2 ماب 


3 لاکن © مركز قل المثلث -480 إذن : 516 3= MÃ + MÈ + MÊ‏ 
-۔ تمد چ E‏ بے 

|| 3 MG» || = | 3 MG || يكافئ‎ ||- MA + 2 MB + 2 MÊ || - || MÃ + MÈ + Mê || 

م0 ا 
یکافئ Il = || e‏ :۱۵۸۹ 
يكافئ ‏ /1 تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة المستقيمة 
[:60] 
کی 
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ئا ) هي المستوي المحوري للقطعة [626] 


2- هلد | |l-MÃ+2MÈ+2 MÊ‏ یکفی 2- ينمز 3| 
يكفئن ‏ ۰ 


یکافئ 3ل = | Mz‏ || 
يكافئ ۷ تنتمي إلى سطح الكرة التي مركزها ا03 و نصف قطرها 2/3 
التمرين = 33 
2٠ 8 ۰ A‏ © 2 2 نقط من الفضاء . © مرجح الجملة ((4 : 0) : (© 5 ©) : (ط ;8( (ھ:۸)) 
حيث 20ل +ع +( +2 و 0جھ 
ما هو مرجح الجملة ((0 ; (C; ¢); (D‏ : (ط : 8) {(A;-a-b-c-d);‏ 
الحل - 33 


E a 40 +b BG +c CG +d Dö - 0‏ 
لیکن ٭ مرجع اہ (رف: {(A;-a-b-c-d);(B; 0: 06 9; BB:‏ 
إذن : 1 = KB +e KC +d KD‏ دہ b-c-‏ چ AEE‏ 
بجمع (1) و (2) : 7 سی موب ای JOR‏ د منص میتی 
ET‏ ا ا یے جا 
آي 0= aAG-aKA-bKA-cKA-dKA+bKG+cKG+dKG‏ 
سو وھ و TE E‏ ہے مج دا 
يي 0= 016 + 06٤1ء‏ + 10 +۰ 4۸۸+ ۵۸ء + على م +۸۸۰ 1۱۸060+۰1 
: 0 تيور ا سے ہت رت اهيا ہے 
أي : 0 = a AG +a AK + b(AK + KG) + c(AK + KG) + d(AK + KG)‏ 
07پ تر لیے _ ہے چ 
أي : 0 > ق۸ 1 + 6ھء + 0ھ ط +۸۰ ع +1۱۸0 
وت می ہک 
أيي: 0 > +d) AG‏ ۶+ طا +32) aAK+‏ 
چ چ 
أي-: aAK=- (a+b +c +d) AG‏ 
+6 جام +ج)۔ 
أي : a E E‏ لان 220 


التمرین - 34 
0ء رباعي وجوه . نسمي 1 منتضف [۸8]| و منتصف [0©] 


1 - عين النقطتين ل و ا حيث 186 =8 و لم 4 A=‏ 
2 باستعمال النقطة © مرجح الجملة YEN‏ بين أن المستقيمين (31) و (&1) 


الصل - 34 
1 - التعيين بالاتشاء ٤‏ کے چک ي“ 
2 لتكن 6 مرجح الجملة ((1 :0 ;(4:3)) D‏ 


و لتكن 62 مرجح الجملة [(1 5 ©) ; (3: 8)) 

إذن : © هو مرجح الجملة ((4 ;62) : (4: 1)01 
أي © هي منضت[ز6,:6] 

3 AĞ, + Dû, =Û : الدينا‎ 


1 a CEL 


ل 0= AG, + DA+AG,‏ 3 
إن 
أي ل - 4AGı‏ 


جد j‏ 
EE‏ 20 = کن 145 کا 
ا ٤‏ 68 صلی على .1 


سلسلة هباج 


3 Bê» + Cê = Û لدينا يقي ؟‎ 
3 BG: + CB + BÖ, = Û انت‎ 
4 Bû» =- CB أي‎ 


نتيجة : © هي منتصف [3[05] 
من جهة أخرى : لتكن ,× مرجح الجملة ((3: 8) :(4:3)) لان : × منتصف [۸8] 
E Sh E E‏ 
و لتكن مک مرجح الجملة ۔(1 : 0 :(1 :6)) إذن : 2 منتصف [00] 
تم Kj‏ ھی یل 
6 هي مرجح للجملة }4 : مك : (4 : رك)) إذن : 6 هي منتصف ]K,۸2[‏ 
ای امن مک ا 
مار ب [ 12ا و( متقا النقطة © 
خلاصة 6 دا ا ا اطعان في 
لرن 35 
00 رباعي من المستوي . 1 منتصف [4] ٠‏ 3 منتصف [80] 
K‏ نقطة حيث KÃ =-2 KË‏ 
1 نقطة حيث 1٤€=-210‏ و M‏ منتصف [LK]‏ 
© مرجع الجملة [(0;2) : (6:1) ;)2 ;8( ;10 45( 


1- بین أن 6 ينتمي إلى المستقمين 09 ,| (50 
2 بین أن © منطبقة على 1 و أن 71 ٠‏ 1 ء 3 على استقامة واحدة . ثم حدد وضعيتها بالنسبة إلى [13] 


الحل - 35 
1 - لتكن 6 مرجح الجملة ((0:1): (۸:1)) إذن : ,6 منتصف [۸0] 
منه + |6 تتطبق علق 1 
لتكن ر6 مرجح الجملة ((2 : 2(:.)0 : 8)) إذن : 02 منتصف [80] 
منه : .02 تنطبق على [ 
نتيجة : 6 هي مرجح الجملة ((4 : 62) : (2 5 61)) 
سے کات ل 
منة : 0= 4626+ 20106 
کور تہ 
1 0> 216+476 
ھت ات 
اي : 0 -16+216 
کک ہے 
أي : 0--16 
أي دن 16// 16 
منه : النقط 1 » [ : © على استقامة واحدة . أي (31) © © O‏ 
من جهة أخرى : مي ج 4د 
lI KA-2RKB‏ ہے 
کرو عو ور LC+2LD >J,‏ 


8 3 مرجح الجملة ((2 : 1(:)8: ۸)) 
ا مرجح الجملة إ(2 ;0 : (6:1)) 


منة: 3K6+316=0‏ لأن © هي مرجح الجملة ((3:آ) ;(3:) 


ا 


سے سلسلة هباج 


Ké /LĞ 2)‏ 
منه : 6 ٠‏ 1 » × على استقامة واحدة : 
أي Ge (LG)‏ 2050016 
نتيجة : من (1) و (2) نستنتج أن © تنتمي إلى كل من المستقيمين ‏ (31) و (ا)) 
من العلاقة (») لدينا : 156-16 
أي KG=GL‏ 


_- لدينا : 162-236 إذن : 2310 IN=‏ 


ی IM=2M‏ 
منه : 51 تنتمي إلى القطعة الممنتقيمة . [13] حيث تا - تلا كما يلي + 


36  نيرمتلا‎ 

۸ 8 ع © ثلاث نقط متمايزة من الفضاء 

© مرجح الجملة ((2: ©) ;(1- ; 8)) 

۴ مرجح الجملة ((4 -: ©) : (8:2) : (2-:۸)) 
1 - بين أن ۴ هي مرجح جملة نقطتين مرفقتين بمعاملين يطلب تعيينهما 


2 عين المجموعة (,8) من النقط 31 حيث ‏ 46 - | 516 2+ 513-518 || 
3 - تحقق أن ۸ و © تنتميان إلى E 9 )٤(‏ جه 
4 - عين المجموعة (:5) من النقط 1 حيث || MÃ+ 346 || = || MÃ - MIF‏ | 
کسر سوہ 
1- لتكن ,6 مرجح الجملة ((4 - : ©) ;(2 ; 8)) 
من خواص المرجح أنه لا يتغير إذا ضربنا كل معاملات الجملة في نفس العدد الحقيقي غير المعدوم 
إذن : 6 هو مرجح الجملة ۔((4-1/2 -: ©) : ((1/2-)2 ; 1)8 
أي : إ6 هو مرجح الجملة ۔((6:2) : (1- : 8)) 
0 بطق على 6 
منه : ۴ هو مرجح الجملة ((2 - : 4) :(4 -2: 1))6 
آي ۴ هو مرجح الجملة ((2-: 4) ;(2-;6)) 
نتيجة : ۴ هو منتصف القطعة [0۸] 
2- ۴ هو مرجح الجملة ((4 - : ©) : (2 : 8) : (2 - : ۸)) 
2 إذن : ۴ هو مرجح الجملة _ ((0:2) :(1- : 8) ;(1 ; 4)) (جداء المعاملات في (1/2-)) 
منه :27۸07 - 2706+ ۸۸-۸8 
إن : AM-MÈ +27۸6 || = AG‏ | كفن . وخ 51 2 | 


ّ يكف 6د ل MÊJl=‏ | 
يكافئ 1 تنتمي إلى سطح الكرة التي مركزها 7 


و نطف اقطرَها 3a6‏ 
نتيجة : (:5) هو سطح الكرة ذات المركز ۴ و نصف القطر 28 


3 ۴ هي منتصف [46] إذن [46] هو قطر لسطح الكرة (:5) 
منه : ۸ و 6 تنتميان إلى (81) 
MP —4‏ 2 - 1/10 + ملز لأن F‏ منتصف-[۸6] 


= FA 
l2 MF Il > || FA Il يكافئ‎ || MA + M6 || = || MA - MF || : نتيج‎ 
IMF = یکغئ ۶۸| ل‎ 
يكافئن 1/1 تنتمي إلى سطح الكرة ذات المركز 7 و نصف القطر ڈگ‎ 
إذن : (د) هو سطح الكرة التي مركزها ۴ و نصف قطرها عد ۔ ھگ‎ 
8,7 


لتكن قط (1 ;1- ;4)1 ؛ (8)2:011 و 63:1:0 
1 تحقق أن النقط ۸ ۰ 8 ٠‏ © تنتمي إلى المستوي (۸) الذي معادلته 0 - 4 +62 - 2-3 
2 علل وجود ثلاث أعداد حقيقية ۾ » ط » © حتئ تكون النقطة (1:1 :26 مرجح الجملة 
{(A;a); 8: b); (C; 0)}‏ 
الحل - 37 
1ات 4-6-6-0+()6-(1-1 إنن : (7) € A‏ 
6-6-0 >-4+(60-(0)-2 لذن : (©) € B‏ 
6)0+4-4-4-060-(1)-3- إذن : (7) € © 
2 لتكن 1 مرجح الجملة {(A;a);(B;b);(C;c)}‏ 
نفرض أن 0 دع + 8+5 


4+2b-3¢ و‎ 


a+2b-3c=3a+3b+30 0‏ 
می اناد يكافئ -a+c=a+b+e‏ 
a+b=a+b+e 8+0+٤‏ 
فارعا . 0 28-8-6 ۔ 
+4 | یکافئ 2020 
c=0‏ 
-2a-b=0‏ 
يكافئ 28-0-0[ 
)0< 
b=-2a 1‏ 
يكافئ کت“ 


من أجل زع فإن : (2;0-; 1( (a; b;c)=‏ 
هل )7( D€‏ ؟ 0 تک 6= ك5 
إذن : (م) € ط 
منة : (1 مرجح الجملة ( (0: ©) : (2 -: 8): (1: ۸)) 


التمرين 38 

في المعلم ([ ;۳ )٥‏ نعتبر القطغ المكافئ ذو المعادلة اکر 

1 أكتب معادلة المماس (10) لے (5) عند النقطة ۸ ذات الفاصلة 8 حيث 8 عدد حقيقي غير معدوم ٠‏ 
2 ما هو معامل توجيه مستقيم عمودي على (.7) ؟ 

3 - استنتج أن مماس (۶) العمودي على (1) هو مماس في النقطة '۸ ذات الفاصلة ك2 

4 - عين معادلة لمماس (۶) عند النقطة '۸ 


||| 


سلسلة هباج 


الحل ب 38 
1 لیکن (©) منحنى الدالة ۶ المعرفة على *8 ب 2 - (1 
إذن :۔ × ۴')»(=2 
منه : معادلة مماس المنحنى (7) عند النقطة 4 ذات الفاصلة 2 تكتب : 
(18 + (ہ - 0(" 2 دير أي 2+ (ه- مو 2 در 
ا له-2 در و هي معادلة المماس (و7) 


2 - الشعاع ت0 هو شعاع توجيه للمماس (و7) 
1 
Û.¥=-2a+2a=0‏ 


: الشعاع ۷ عمودي على المماس (70) 


إذن : معامل توجيه المستقيم العمودي على (10) هو ل 


إذن 


3 المماس (۳) للمنحنی (8): و الغموذي على (]) اله مغامل التوجيه لر 
آ٤‏ ا سے رين 
ي : -2 E‏ 
منه : کے 


4ax=- : أي‎ 


أي : فاصلة نقطة تماس (۳) و المنحنى (7) هي ل 
2 


ای : ِ 
الت 30 a‏ 16 
480013161 مكعب في الفضاء . المنسوب إلى المعلم (لھ ;ا ;اة ى 
لیکن © مركز ثقل المثلث )18 . 
1 - عين احداثيات © 
2 - تحقق أن © تنتمي إلى المستقيم (30)_ 
3- تحقق أن (31 عمودي على )8 و 1 . ثم استنتج معادلة ديكارتية للمستوي (58176) 
الحل- 39 جا چ چ 
الانشاء : في المعلم (آ۸ : ۸0 : 48 ; 4) لدينا احداثیات النقط كما يلي : 

A(0;0;0)‏ ی K(1;1;1) 4 KO;0;1) 4 B(1;0;0)‏ تا فی اف ,0ط 
GE‏ مركز ثقل المثلث ‏ 1816 إذن : 6 مرجح الجملة ((1: 06 : (1(;)8:1:) 


مته + الكدائيات تق هي: لخا سس بت 
3 


12 
5 ي > 86 
ہو ھا ا 
ہن الو مه ادال 
3 1/3 
و 
7 
ف 
١‏ 
سن PEY Ik)‏ 
ےلاقم منه 2/3 GD|‏ 
3۔ 
0-4 
3 
وی AL‏ 0- ای ار 
CD E‏ الوط E‏ کی N‏ 
ج جب 
إذن  :‏ 57/68 
: النقط 6 ٠‏ [ » 0 على استقامة واحدة 
أي (0۵) € © 
0-1]مہ اہ 
28 10 |30 مە 1 JD|‏ 
0 1- 
( ۱غ شيع 0 
BKÎ 1-0‏ منه 1 BK‏ 
1-0 1 
OA‏ 20 
B1 0+0‏ نە 1|0 
1-0 1 
ج ج ج ج 
نتيجة : 1(1)=0-)1(1 + )1(0 -= JD. BK‏ إذن : JD 1L BK‏ 
کہ وس 
0-()1-(100+(11- -81. 18 إذن : JD 1 BI‏ 


1۔ 
إذن : الشعاع | 1 (11 ناظمي للمستوي (8161) 
1- 


أي : المستوي (8161) له المعادلة ٢-0‏ +2 کاوسم - حیث 12 € » 
Bı (BKD‏ إذن : 1+0-0+0-0۔ 


أي 6-1 ٠‏ 
منه : 2+1-0-بو+ع«- هي معادلة المستوي (8161) 


ES 

لیکن (۸) مستقيم مزود بمعلم .)٠7(‏ مھ + 80 نقطتان من (۵) فاصلتاهما على الترتيب (4-) و (3+) 
د A‏ مرجح الجملة [(4 ; 8( ;)1 ; »4({ 

أكل عند طبيعي تا ضع و مرجح الجملة [(2 : م08 ; (۸,۸:3)) 

Bı تھے‎ < Ao 1-علم‎ 

2 لیکن ,2 ٠‏ ظط فواصل النقطتين ,۸ و 8 على الترتیب:۔ 

عبر عن 1ب4 و ربوط بدلالة مهاف رط 
3 بين أن من أجل كل عدد طبيعي ×: 0 > مط 4 + م34 


4 - استنتج أن a,‏ کے کور و ba‏ لت = يبوط 


5 أكتب ,2 و وط بدلالة م ثم أحسب مه lim‏ و bq‏ 
6 ماذا يمكن القول عن وضعيتي م و ,8 ؟ 6+ <-2 
الحل - 40 
1 

4 مرجح الجملة ((4 :و8 : (1 :مھ)) إذن : فاصلة إ۸ : 


8 مرجح الجملة ((80:2) : (3: مش)) إذن : فاصلة 8 : 4 012 
A -2‏ مرجح ((4:م8) :(1 :مھ)) منه : سے ٦‏ 
Bn‏ مرجح ((2: ,8 : (3: مھ)) منه : اع کت 
3 البرهان بالتراجع : لتكن الخاصیة ‏ 0“ را 4+ ہ3 
من أجل 0= 1 : 4)3(=0 +(4 460-30 + مa‏ 3 
إذن : الخاصية محققة . 


3a, +45, =3) (+4 ( 


نفرض أن : 0 > وط 4 + مہ 3 من أجل 1 <م 
هل 0= ربوط 4 + ربية 3 ؟ 
3an + 2 bn‏ 4+ 
( 32۳ )و ( دا )3= ربرط 4 + زیم 3 
bn + 12 an +8 bı‏ 30+12 _ 


5 

_ 15 an +20 bn 
5 

1 5(3 an + 4 bn) 
3 


0 لان حسب فرضية التراجع 0 > وط 4 + ,32 3 
مهه : الخاضية صحيحة من أجل 1 1 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي n‏ فإن : 0“ ما 4+ مہ 3 
4- 0<-م46+مة3 إذن: .ط4“ و3 


ج2 ۔ 25+ لاف ۔ 


a,‏ = مھ 
يح :| د 
و كد = bnr‏ 
n a= - 4‏ 
5 2و إذن : (م8) متتالية هندسيّة خدها الأول 4-= 0ة و أساسها 2/5۔ منه "(2-)4-= مھ 
el‏ 5 
b= 3‏ 
2 إذن : (,ط) متتالية هندسية حدها الأول 80-3 و أساسها 2/5- من "(3)22-,6 
پیوس 5 
=( 4 حصنا > lim ıa,‏ 
نتيجة + E NS‏ 
lim bn = lim ۳ 7 =0‏ 


EE ج11‎ +o 
. لما 2 يؤول إلى »+ فإن فاصلة ہہ تؤول إلى 0 إذن : م4 تقترب من النقطة 0 مبدأ المعلم‎ 6 
. يؤول إلى م + فإن فاصلة ,8 تؤول إلى 0 إذن : ,8 تقترب من النقطة 0 مبدأ المعلم‎ n لما‎ 
41  نيرمتلا‎ 
کو روہ نقط ليست على استقامة واحدة من الفضاء‎ 
4713© مركز ثقل المثلث‎ 7 
لھچا ©):(11(5082ه)‎ 5 
. بين أن 8 ؛ © ؛ 151 على استقامة واحدة‎ 


سے تھے 


2 _ عین المجموعة (8) من النقط حيث : || MÃ +2 MÈ + MÊ || - 4 || 31۸ + MË + îê‏ |3 
3 - لتكن Ca M‏ سم E‏ 
نضع : : 116+ 20۵+ 2-71۸ و 118-3110 2+ ۳-71۸ 
أ) بين أن 7 مستقل عن النقطة 1۷1 
ب) بين أن النقطة © تحقق : || || > || || 
ج) عين مجموعة النقط (8) التي تحقق : ||| = | || 
الحسل س 41 
1 11 مركز ثقل المثلث ۸8٥‏ إذن : 11 مرجح الجملة ((0:1): (۸:1(:08:1)) 
لیکن 1٤‏ مرجح الجملة ((1: ©): (۸:1)) .إذن.: 1 منتصف [460] 
منه : 11 هي مرجح الجملة })1 ;8( : ))٤:2(‏ منه H © (BK)‏ 
ە٦9۹97‏ 757 6): (2: 517:08 4)) 
إذن : © مرجح الجملة })1 ;8( ; {(K;2)‏ منه (BK)‏ € © 
خلاصة : ıı He (BK)‏ جر « ٢ھ‏ استقامة وا 
Ge (BJ,‏ سے ج2 ہے 
MÃ + 2 MB + MÊ j| = + MA + MÈ + Mê | 5‏ || 3 يكفئ || M6 || =4 || 3 MI‏ 4 ||3 ` 
يكافئ MG - 12 14151  -‏ 12 


1 


يكافئ 1 - 1106 
يكافئ 3/1 تنتمي إلى المستوي المحوري للقطعة 
المستقيمة [611] 


ہے تس شش 
¥=MA + 2 118 - 3 116 —3‏ 
أ) لتكن الجملة ((3 -: ©) :(2 085 :(1 5 4)) 
مجموع المعاملات 2-3-0 +1 إذن : الجملة لا تقبل مرجحا . 
إذن : الشعاع 3146 - 8 2 + ۶-1/۸ مستقل تماما عن اختيار النقطة 0/6 
ب) لتكن 74 تنطبق على © 


تہ معدن ےی 
إذن مت عوسی کہ 
u= CA +2 CB‏ 
منه : 4-7 إذن : .11-17 
فو ا ۶ وڈ جتوہ ہے 
ج) 1-1١‏ || يكفئ || MB +MC || = || MA + MB + MG‏ 2 +۱۸۸۸ 
چ جه و 
یکافئ || MG || = || CA +2 CB‏ 4 || 
کا || ۵ہ ۸+2[- MG‏ 4 
pr‏ 0 
یکافی MG = > ۱٥۸+208‏ 


٤٥۸+ ات ©" قتف سان‎ aE ES 
. ہما أن © تحقق |[ ||= إت || فإن © تنتمي إلى هذه الدائرة‎ 
)© أي تشمل‎ ( 6٣ و عليه فالمجموعة ('15) هي الدائرة التي مركزها © و نصف قطرها‎ 
42  نيرمتلا‎ 
. نقط متمايزة من الفضاء‎ 13 > © 28 ۸ 
مرجح الجملة ((3-:6) ؛ (2 -15 6 : (1:ھ))‎ 1 
))۸:1( : )6:-3( ; )0 ; 4(( ل مرجح الجملة‎ 
8 ا‎ EL 4 مرجح الجملة‎ × 
11 مستقيل عن النقطة‎ = 14 - 2 M8 - 3346 + 4 811 بین أن الشعاع‎ - 1 
متوازية‎ )©1© ٠ )38( ٠ )01( بين أن المستقيمات‎ - 2 
42 الحل ب‎ 
8 = ))4:1(: )8 :- 2(: )© : - 3( : )0 : 4(( لتكن الجملة‎ - 1 
. الجملة 5 لا تقبل مرجحا لان مجموع المعاملات معدوم‎ 
مستقل عن النقطة 3/1 ظ‎ = MA-2 MÈ -3 7۸6 + 4 M5 منه : الشعاع‎ 
+ 12-2 25-3 10-4 10-- تنطبق على 1 "فين‎ M1 من أجل‎ 2 
)۸ : 1( : )8 :- 2( : )0 :- 3(( لكن : ©= 1€ 3- 18 2 - 14 لان 1 مرجح الجملة‎ 


کر ٠‏ 
إذن : 0-4107 
مئه : 7٦/0‏ 
عم kı kl n‏ کیہ 
من أجل M‏ تنطبق على 1 فإن : 5[ 4+ 310 - 8[ 2 - ۸( =1 
ج ج > ج 
لکن : 0= 70+4170 4-3[ لان [ مرجح الجملة ((4: 0) : (3-:6) : (1:ھ۸)) 
إنن : 022-25 
ج م 
منه : 8[ u//‏ 
جد هد جه مہ ہم 
من أجل 2/4 تتطبق على 16 فان : KÊ +4 KD‏ 3- 18 2 ع1 - نا 


لکن : 20 = 418 + KB‏ 2 - م لان K‏ مرجح الجملة((4 : 0): (2 - : 8) ;)1 ; ۸)) 
إذن 0 
ما 6 
نتیجة : کل من المستقيمات (01) و (18) و (016) لھا نفس شعاع التوجيه ا 
إذن : فهي متوازية مثنى مثنى ۔ 


اسلسلة هياج 


1-چھ عرزو ب 22 یر زد رو هوري 


0->1-* 3ے ہے 
03 ع« > 
منه معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة 1/3 هي : )2( رجہ 
لنسب ( 1)14 : ےکا سا 
.سم 
4/9 
وي 108 112+72 - 
4 27 


ان معادلة المماس ھڑگ ا ہے 
أي : 


أي : 

12 5 

آي 
إذن : لما 17/4 -= 13 : (ہ۵) مماس ل (©) أي المعادلة تقبل حلا واحدا 


لما 17/4 - > " : (,۵) تحت المماس إذن المعادلة لا تقبل حلول 
لما 2-> "> 17/4 - : (,4) قوق المماس:إذن المعادلة تقبل حلين مختلفين 


(3) لما 2- <" : (۵) يقع فوق (4) إذن يقطع المنجنى () في نقطتين مختلفتين ومنه المعاذلة ‏ + × = (»)؟ 
تقبل حلين مختلفين 
7 حل المعادلة 0+ × > (1)8 في (1) R-‏ 
+ برع وہ 2-0 ج جرع ×= (»)؟ حیث 1 ± × 
x -2x+1‏ 
اوت “رس +( > 4 ۔ ر8 + 4= x‏ ج 
OM +86‏ تر ور+ پر+ 22 تيرد 4 - ورق + کرد تر © 
)0......(1 > وو + 4 + ×× (20 2 + 7) - 22 +م) جه 
لما 2 - = ص المعادلة تكافئ : 4-2=0+×(7-4)- 
ئ5 0 I2‏ 
ی : 2/3 
إذن المعادلة ص + × = ()1 تقبل حلا وحيدا 2/3 = × 
لما 2  -‏ 52 المعادلة من الدرجة الثانية ذات الوسيط و 
m)(m + 2)‏ + 404 تزه +0 A=‏ 
m - 4(4 m + 8 +m +2 m)‏ 4+ جم 28 + وھ = 
m? - 32‏ 4 - مر 24 - غرور 4 + جم 28 + 49 = 
=4m+17‏ 


8ه + 2ھ 17/4- x|-0‏ 
چو ہر ۱ 


69 


آ سيا مم 
!ا 1 ا !ا ا 
1 0 72 2 72 
2 اھر 
کا لع ال داج ا 
x‏ ہم 5 ل 
ماد 511 
ا 
ن۔ 


إذن : لما :me]-o;-17/4[‏ معنم إذن المعادلة لا تقبل حلول في 1۸ 

0 05-4 0 5 0 إذن المعلالة تقل حل مضاعف: 

لما ]مہ + : 2 -[ لا ]2 - : 17/4 -[ع ص : 0 < 4 إذن المعادلة تقبل حلين مختلفين . 
التمرين ‏ 71 


۴ دالة معرفة على 112 ب 


نسمي )٤(‏ وسر ہر ور ا 

1 - أكتب (×)1 دون رمز القيمة المطلقة . 

2 أدرس تغيرات الدالة ۴ . 

3 - بين أن المستقيمان 1 + ×= 7 : (4) و 1-×-= 7 : ('۸) مقاربين للمنحنى (0) عند 6ه + 
و © - على الترتيب . 

4 - أدرس وضعية (©) بالنسبة إلى (4) و ('۸) . 

5 بين أن المعادلة 0 > (×)؟ تقبل حلا وحيدا © على المجال ]1:1 -[ 


f() =lx +1 و2‎ 


الحل - 11 
6 10+×: نے x+1+‏ 
7= ا 7100 
1>0+×: نے +1-×- 
22-1 
اہ +:1۔] x+1+K_ sxe‏ 
[ ۲ کی : 
5 3 
لد 080808 کے +1 ےر 
2 - التغيرات : 
f‏ معرفة على (1:1۔) - أي ]0 + : 11[ لا ]1 : 1-[ لا ]1- :م -[ عوط 
مو += lim f(x) = lim -x-1+‏ 
x‏ مہ ۔ جع 0-> x‏ 
کا as gE aa OX i EE E‏ 
¥ دمر 1- × 5-1 x 5-1 x‏ 
+= ل2 +1+1- هناد lim fOO=lim x+1+‏ 
1 مدر 1= × 1-> x >-1 x‏ 
منج 1+1 سے كب 1ج ناك میں هنا 
E y‏ تسر 2 
=lim 1+ 1+1 =+‏ کے + )غير fO=lim‏ سنا 
0< ر 1-× 1× تع 
+= تب lim f(K)=lim  x+1+‏ 
x> +0 x3 +0 x -1‏ 
:xe]-1;1[U]1:+ ol‏ 12 +1 
eS ( =1)‏ 
2 2 درد 
2-1-2 
EE >‏ 2 3 +1 
و ا 
7ٹ x I:‏ کاو 
: : ا a‏ : 
1+2 
]1۔ہە۔[ء×: اك 
شبد + ) 


إشارة (»)'۴: 


کا ار س +1( -= ۴0 ہنی : 0> ۴)9 


55 70 


على المجال ]دہ + : 1[ لا ]1 : 1-1[ دس کل 00-1 دري 


وت - 6 0<وو 
17 - ٹم 


71 


إ شارتھا 


۴ر- >1 هه لن 0حر+ 202-09 
Sx 22+ 1‏ ٹربار ہے 
0 <330 × اج 
0< (3۔ )× ے 
ڈسیا جا ھتہ 
+ ص x‏ 
+ ب سے Oa‏ 
4 ن2 0 0 + الجداء 
إذن على المجال ]0ه + 0 ا 
0 + دل 1 
TERE E‏ 
کت وت 
+ 3ل 0 
EE‏ كر كك ES‏ 
منه جدول تغيرات الدالة ۴ على مجموعة تعريفها : 
a 0 1 N3 +‏ 
E - 0 4‏ 2 5 1/60 
م + مو + to‏ 6 + 
ے2 رح 2 9 
f(3)‏ 2 کت 
ہے 29-0( کے +1-×د۔)  lim - [f)=(Cx-1]=lim‏ 
20-1 هو -جع مہ - ج ×× 
lim‏ - 
1-ثكامه-جير 
E‏ مقارب للمنحنى (0) عند © - 
lim [f= (+ 1([ = lim, RE 3 (+1)‏ 
مو جور 
2 ستا> 
2-1م + xy‏ 


4 


4 - وضعية (4) بالنسبة إلى كل من (۵) و (ھ) : 


على المجال ]ص +::1۔[: گے (x+1)=‏ - 10 


ای 
0 
+ 0 
xX‏ 
2 چ 7 ھ72 
لما ]مہ :xe]-1; 0[U]1;+‏ 0 <(1 + ») - ()۴ إذن ©) فوق (۸) 
لما 


0= : 1(0 ) -() إذن (0) يقطع (۵) 
لما 1 fE)=(x+1)<0 : x‏ إذن (6) تحت (4) 


1 


هه 1- 
چ 


++ |+ 


على المجال ]0-1[ جگ =(1- ×=( 


x |e 23 


لما ]1- ہہ -[ © ×: 1(>0 -×۔)- 10 إذن (©) تحت (۸) 
5 من جدول تغيرات الدالة 1 نستنتج مايلي : 
۴ مستمرة على ]1 : 1-[ 
۴ متناقصة تماما على ]1 : 1-[ 
۴ تأخذ قيم موجبة ثم قيم سالبة.إذن تمر بالعدد 0 . 
إذن : يوجد عدد حقیقي وحيد 0 من لمجال ]1 : 1-[ حیث 0= (1)0 


سلسلة هباج 


1 القسمة في .2 


1 - قابلية القسمة في .2 

تعريف : 2 و ا عددان صحيحان حيث 8 غير معدوم ٠‏ 

نقول أن 8 يقسم تا إذا و فقط إذا وجد عدد صحيح ) حیث 8-21 (نقول أيضا أن 8 قاسم ل 8 و أن ط مضاعف 
ڑکا 

إذا كان 8 يقسم ط نكتب |2 و نقرأ ۾ يقسم 6 


أملة : |6 ؛ وو|ة- ؛ وو-|4 ؛هب.|2- 

ملاحظة : إذا كان |3 في 2 فإن م إذن 6 و (تا -) لهما نفس القواسم 
خواص : 

۾ و 8 عددان صحيحان حيث 4۶0 

(1) إذا كان 6| فان من أجل كل عدد صحيح 52 : ط |3 


)2( إذا كان | قإن من أجل كل عدد صحيح غير معدوم :m‏ مه 
نشاط ‏ 1 
عين الأعداد الصحيحة "١‏ حيث 11 يقسم (0+5) 
الكل 1 
5 +ہر|11 إذا و فقط إذا وجد 7 4+ , أي 5 =k‏ 
فقيجة : الأعداد الصحيحة 8 .حيث و + م |11 هي كل الأعداد الصجيحة التي تكتب من الشكل 5 - 14 11 -.2 


حيث 2ع k‏ 
نشاط ‏ 2 
عين الأعداد الصحيحة 8 حيث العدد 5+ 30 يقسم :8 
الحل - 2 


تپ ہو ا 
إذن : يكون 5/8 +3 3 إذا و فقط إذا كان ود تمد و A52‏ ار ود نع 3 J‏ 928و 3ار 
ۓ وھ وراق لی 4322 و3 أو +4 5+ n‏ أو 3015-8 


١‏ دوو ا25 ل 4-5 عرو تك دل ا تجح کو اوک2 ہیں کے 
ے ٣‏ أو 5 رو و3 0 ا ہے الاو ہے ا n‏ 


3 
أي محر ری ال ۳021 1175 15:5 (مرفوض]) و 1۴< وای 2 ماو 70 ج۷2 


(مرفوض) أو 3->11 
نتيجة : يكون م|5 +2 3 إذا و فقط إذا كان | (2-3-:,1:1-)0:6 
تشاط ‏ 3 
عين مجموعة الأعداد الصحيحة 2 حيث 6+ ما8+ھ“3 
با 
6 + |8 +8 3 بن :زم جو 3208 أي 18 + 8+ھ3 
لدینا : +g‏ 31*83 لان EE 3n+8=1Gn+8)‏ وی 
و هر و8 +2 3إنن :)1+8 G3‏ - 31+18 حیث 2 علا OE‏ 


بطرح (1) من (2) نحصل على : )8+ 3n+18-3n+8)=KkGn+8)- Gn‏ 
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سے سے ۹ ی 


LASALLE 


سلسلة هباج 


کے 
أي > (3+ تد چر(ر- 10 
أي:_ 8|[0 +35 
منه : 077177-07 ہے FARTS‏ 
301 بن 705۶ھ" مرفوض 1ے 30+8 بان 3 ے60 
3088-2 دن 25-52 3+82 إذن 10/3 --8 مرقوض 
5 > 3+8 ان دم 31+825 إذن 13/3 -= ۸ مرفوطق 
0 2+8 3 إنن 2/3 =۸ مرفوض 0-= 8 +31 إذن n=-6‏ 
نتيجة : يكون م + ى |8 * 3 إذا و فقط إذا كان إ6 -;3-:1- ٤)7:‏ ۸ 
خاصية أساسية : 


ه » 6 ٢‏ © أعداد صحيحة حيث 4۶0 
N 5 a E 8 5‏ 
إذا كان |" دوا فإن و واک د و درن اعا 


كال : نط a=Sn-2‏ 
مثال : مھ عد صحيح . نضع | "22 


أثبت أن كل قاسم مشترك ل 8 و لا هو قاسم أيضا للعدد 19 


ke :‏ 
الح يكن ا ا حتف ےت 2 
ln+3‏ 

منه : حسب الخاصية الأساسية : )3 n+‏ مرق bG n-2)+‏ 

lıon-4 - 108-15 : أي‎ 


أي : و[ |1 منه وو|؟ او هو المطلوب 


نشاط.: عين الأعداد الصحیحة 4 و 5 حيث 02-15 - تو 4 
الحسل : 15 = ”ظط - ت8 4 أي 15 = (ط + a-b()2 a‏ 2 


48-7٦ 2a-b=1 (2a-b)(2 1 +b) - x 15‏ 
أو 2a+b=15‏ 28 2 15ت را 
a- b)(2 a + b) - x 5‏ 2( کت 0 
نها أو 5> 28+5 ٠‏ 8-58 
أي : آي : 
x3‏ 5 > (ط +28)(-28) ض [5<طا-28 48-87 
ا 4 b=3-2a J Zab‏ . 
(2a-b)(2.a +b) 1‏ ا نيدم 2 أو] 42-16 
b=1-2a 2a+b=1‏ 
b=7 ٠ a=4‏ 
1 أو 822 5-1 
ف 66و 2= 1 رک al‏ }45-7 جاع 251(5:)2) :70 ي4)اء (طانبه) 
أو 4 <ج ؛ 7-=ط 


نتيجة : مجموعة الثنائيات المرتبة (8:6) من 22 حیث 15 <2 - ة4 هي : 

)4:70(:0:1(:)2:-1(7)4:-7( (7-:4ع):‎ 1-2101) 2:101 C4: 
ملاحظة : الحلول الأربعة الأخرى ناتجة بضرب العددین 8 و اتا في (1-) لان الغدد. 15 يكتب أیضا من الشكل‎ 
)- 1( الو 5-* 3- أو 3-×5- أو 1 -×15- و عليه كل جمل المعادلات السابقة تضرب في‎ >5 
2. القسمة الإقليدية في‎ 2 
: مبرهنه‎ 

۾ عدد صحیح و تا عدد طبيعي غير معدوم 

توجد ثنائية مرتبة و حيدة (0:1) من ×2 حيث ++ وا >8 واط>+ >0 
عملية البحث عن الثنائية الوحيدة ( ؛ ۹) تسمی القسمة الإقليدية في .2 
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العدد 8 يسمى حاصل هذه القسمة الإقليدية و 1 یسمی باقي القسمة الإقليدية 
مثال : ۾ عدد صحيح باقي قسمته على 0 هو 6 . عين باقي قسمة 2 على 5 
الحل : باقي قسمة 2 على 10 هو 6 إلى 100+6“ حيث 2 © © 
منه : 1+ 3ت ےھ 
أي 1+ (1+و5)29-و 
نضع 1+ 2>" إذن 2 06 
یه ید ۳ن کے 
إذن : باقي قسمة ۾ على 5 هو 1 
القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين غير معدومين 
8 و تا عددان طبيعيان غير معدومان . 
نرمز ب ,1 و م5 إلى مجوعات قواسم العددین 8 و 8 على الترتيب . 
تعريف : 
أكبر عنصر من المجموعة )١1(,‏ 100 يسمى القاسم المشترك الأكبر للعددين 2 و کا و نرمز له ب (تا : 5061008 
ملاحظة : 25001 يعني : أكبر قاسم مشترك (Plus Grand Commun Diviseur)‏ 
حذار ! =×N*‏ م5 ( قواسم 0 هي كل الأعداد الطبيعية غير المعدومة) 
مثال : (1:2:3:416:12) <ورط 
(32: 16 :۱48 1::2) > روط 
(1:2:4) = ور0٥‏ ورط 
PGCD(12 ;32) =4‏ 
خواص : 
الخاصية (1) : 8 و تا عددان طبيعيان غير معدومين . حيث آتا < 4 
إذا کان ٣‏ هو باقي القسمة الإقليدية ل 8 على ىا فان PGCD(a : b) = PGCD(b;r)‏ 
نتيجة مباشرة : (خوارزمية إقليدس) 
مثال : لنبحث عن (12 : 500010032 كما يلي : 


12| 32 
ا إذن : حسب الخاصية (1) ؛ (12(۶20600)12:8 : 600)32 
8 


4 
SS BH 
PGCD(8 ; 4) =4 N 9 


PGCDG2 : 12( - PGCD(12; 8) = PGCD(8 : 4) =4 : نتيجة‎ 

هذه الطريقة للبحث عن القاسم المشترك الأكبر تسمى خوارزميةإقليدس 

إذن : القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعين غير معدومين 8 و تا هوآخر باقي قسمة غير معدوم من عمليات القسمة في 
خوارزمية إقليدس : 

نشاط : باستعمال خوارزمية إقليدس عين (108 : ۶6010)150 

إستنتج ثنائية (:×) من 2 2 حیث 3-6 108 +1502 


108| 150 42 | 108 24| 42 18| 24 6| 18 
003 222 1| 24 کاو 03 
42 24 18 6 


الباقي الأول الباقي الثاني الباقي الثالث الباقي الرابع 
نتيجة : آخر باقي غير معدوم هو الباقي الرابع الذي يساوي 6 
إذن : 108(=6 ; PGCD)150‏ 
حسب عمليات القسمة المتتالية من خوارزية إقليدس السابقة نستنتج الكتابات التالية للبواقي : 
AS 150 -)108( 1 = 42‏ 


28 
PGCD(12 : 8) = ۶۵۷ )۵ ; 4) : إذن‎ 8 


الحسل: 
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O) . 108 -)42(2 =4‏ 
42-0418 0 
EE 24 -)18( 16‏ 
نعوض ,18 في المساواة (4) : 6- [(24)1- 42] - 24 
أي 6= 24+ 24-42 
ا 6= (24)2 + 42 - EE‏ 


نعوض کل من (2) و (1) في المساواة (5) نحصل على : 
6 = (42)2(1)2- 108] + [108 - 150] - 
أي 6= (42)4 - (108)2 + 108+ 150 - 
أي 6= (42)4 - (108)3 +150 - کر OEE‏ 
نعوض (1) في (6) نحصل على : 
6 > [108 - 4]150 - (108)3 + 150 - 
أي 6 > (108)4 + (150)4 - (108)3 + 150 - 
أي 108)7(=6 + (5 )150 ہو هو القطلوب 
إذن : الثنائية (:×) المطلوبة هي (7 ;5 -) 
الخاصية (2) : 8 و تا عددان طبيعيان غير معدومان . 
من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم k‏ فان PGCDK(k a ;k b) = k x PGCD(a ; b)‏ 
تمديد القاسم المشترك الأكبر لعددين صحيحين 
إذا كان ۾ و تا عددان صحيحان غير معدومان فإن )|0| : b)= PGCD)|a|‏ ; :)۲00 
إذن : من أجل كل ثلاث أعداد صحيحة غير معدومة 2 :»ع : غ1 فإن : 
PGCDK(k a : k b) = |k| PGCD(a : b)‏ 
الأعداد الأولية فيما بينها 
تعريف : ۾ ؛ تا عددان طبيعيان غير معدومين . 
نقول أن 4 و ٹا أوليان فيما بينهما إذا و فقط إذا كان 1 > (تا : )7200170 
نتيجة : 5:2 :1 : 4 ;'ط أعداد طبيعية غير معدومة 
إذا كان '2>408 و b=db'‏ و ۲٣٥٢) : 6( > 4 jli PGCD(a'; b)=1‏ 
و العكس صحيح إذا كان 4= (6: 20601()8 و a=da'‏ و PGCD(a'; b)=1 jli b=db'‏ 
000 ثنائدات e‏ * ۾ .| a+tb=66‏ 
و و و (a; b)‏ من N*xN*‏ 0 092100 
a=6a'‏ 


b( 6‏ : 26010)8 إنن او 
PGCD(a' : b') =1‏ 
منه : المساواة 66 = تا +4 تصبح 6 - 'ط 6 ٣+‏ 6 


أي 1ھ 'طا + لج 
إذن نميز الحالات التالية : ٤‏ 
a' | b' ] PGCD(a';b) | a= 6a' | b= 6b"‏ 
60 6 1 تھا کا 
54 12 1 9 2 
48 18 1 8 3 
42 24 1 7 4 
36 30 1 6 5 
30 36 1 5 6 
24 42 1 4 |72 
18 48 1 3 8 
12 54 1 5 للق 
6 60 1 1011-1 
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سلسلة هياج 


: الثنائيات المطلوبة هي : :(24: 42) : (30 : 6ق ;)36 ;30( : )42 : 24( : )48 ; 18( : (54 ;12( ;)560 6({ 
((6: 60( ;)12 ;54( : (18: 48) 
شاط : 
1 أنشر العبارة (16 +52 9- “د ()3+ (n‏ حيث ٢ء‏ م 
2 إستنتج أن من أجل كل عدد طبيعي م يكون العدد 8 + 53-11 3 قابل للقسمة على 3+ × 


3- بين أن من أجل كل ۷ے م: 16+ م 22-9 3 هو عدد طبيعي غير معدوم 
4 - بين أن من أجل كل الأعداد الطبيعية غير المعدومة وى فبن : 
b)‏ :و -ء PGCD(a ; b) = PGCD(b‏ 
5 - بين أن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ أكبر من 1 فإن : 
PGCD(48 ; n +3)‏ = )3+ ھ : n;‏ 11 - ثم PGCDG‏ 
6 عين مجموعة القواسم الطبيعية للعدد 48 
7 - إستنتج مجموعة قيم العدد الطبيعي × التي يكون من أجلها a= 3 11n‏ عدد طبيعي 
الحسل : 
E‏ 48 + م 27- تم 9+ 9n? + 16n‏ ثم 3 - (16 + (n +3)G n9n‏ 
8م 11 - 3= 
(n+3)eN : jil neN ٦ 2‏ و Gn -9n+16) eZ‏ 
n? —9 n+ 16) :‏ ق(8+3) -48 +م 303-11 ما 48+ رر_ تو 3*^ 
: العدد 110+48 - 3م 3 قابل للقسمة على (۸+3) 
3 لدينا × > 5 إذن : 2 > 16 + 2-91 3 إذن : يكفي أن نبرهن أن 3n -9n+16>0‏ 
لندرس إشارة كثير الحدود 16+×9- p)x( =3 x‏ على R‏ 
A=81 -4)3()16( - 81 - 192 =-111‏ 
إذن : من أجل کل × من 12 : 0 < نام 
منه : 2+16<0 22-9 3 من أجل كل 8 من N‏ 
ٹن : ۴ے 3n” -9n+16‏ 
4 لیکن 8 قاسم مشترك ل 8 و تا 


۹ d 
E إذن :و بإ‎ a : م إذن‎ 
leb lb 
65-2 لیکن الآن 4 قاسم مشترك ل تا و‎ 
Alb e طا‎ 
SS d| إذن : منه : کے او ا‎ 
ا جن‎ E ھ2٦ سس تا‎ 
۶600): : b) = ۶6 0)6 -ء‎ a; زم‎ jİ من (1) و (2) نستنتج‎ 
2-8 
: باستعمال نتيجة السؤال (4) من أجل + 3+ مط تحضل على‎ 5 
c=3n -9n+16 
PGCD(48 : ج‎ +3) = POGCD((n + 3)G “د‎ -9n+16)-48;n +3) 
PGCD(48 ;n +3) = PGCDG n - 11 n+ 48 - 48;n +3) : أي‎ 
. و هو المطلوب‎ 50012)48 ; n + 3( = PGCDG ثم‎ - 11; n+3) أي‎ 
قواسم 48 هي : و24:48 8512:1163 314:61 :12ح بیط‎ 6 
PGCDG إذا و فقط إذا كان م 11 قم و|3 +8 أي 8+3 > (8+3 نه 11 - ثم‎ A € N ايكون‎ 7 
۶6000468 : +3( - +3 أي‎ 
8+3 أي و‎ 
n+3 € أي ووط‎ 
ہر و یی ج3 لاوق جا‎ E 
iie 3559 1322145} + لكن 1< انت‎ 1 
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ران ل يي الاين 


سلسلة هباج 

مبرهنة بیزو : 
يكون عددان صحيحان 8 و 8 أوليان فيما بينهما إذا و فقط إذا وجدت ثنائية (8 ::©) من الأعداد الصحيحة 
حیٹ' 0-11 6 دون 
مثال : 5=۾ BEE‏ 

1= 21+ 20-=)30+)5€4 
إذن : توجد ثنائية :8(4 :) تحقق 1= 8 وجي و 
إذن : 5 و 3 أوليان فيماءبينهما > 


ٗ تمارين الكتاب المدرسي 0 ۱ 


التمرين ‏ 1 
عين مجموعة القواسم الطبيعية للأعداد 4 و 75 و 20 
5 ص 
D4 = )1 2:34:65 85:12:24(‏ 
155259753 1;35{ -ووم 
}20 ;10 ;4;5 ;1;2{ = ووم 
التمرين ‏ 2 
عين كل الثنائيات (ط :و) من ۷٦× ٦‏ حيث 39 > را و 
لدينا : }39 ;3;13 ; 1{ = ووط 
۰ إذن : و229 او 4 1جو 
837 ۰۲ و 
5-211 رفحو 
ج BE‏ ود 
منه : }13:3:89 ;)13 :6 (0139)ء وی 
التمرين ‏ 3 
عين کل الثنائیات (:×) من الأعداد الصحيحة حيث 15 > ”ر تو 
الحكلات 3 
لدينا مجموعة القواسم الصحيحة للعدد او ای Ee‏ و 1 سيم 
لدينا أيضا : قاحزر> »)واكواك :9ا > فور 
11ء x-1=3 2 xy‏ 1 امت 1 15> دير 
پچ x+y=15‏ ٹڈ ” 78700۳00 KEY‏ 
مع ا 3-- xy‏ ا ےپ اج yS‏ 
0 أو نیک ب ) کت 0 0 


و 2 أو 
[×-15-= ر 2-5و 


81× 5 2-4 آے 1 ا 
1-7 1-1 0-7 


2-16 ا 2-8 i‏ ۵8 5 2-6 
8 3 37 
أي : ×= 15= ر ×-5= لر 3ل ےپ 


ایت 3 

1 2 ' 4۔ ےر 1 

ا ا 3 

ni وسيم‎ O Ts 
کر‎ 78 


ا 
التمرين ‏ 4 
1 - أنشر العبارة (3- :2(0 -×) 
2 - إستنتج الثنائیات (:ع) من 2 ×72 التي تحقق 2٤‏ ++×ر3ے وچ 
1 -4 
ا4 س 6+ (x-2)(y-3)=xy=3x-2y‏ 
2 حسب السؤال (1) : 6+ -3x-2y‏ نوع 2 (3 - 220 -) 
أ + 6 +2970 +« 38-3 > (2(07-3 -*) 
منه : إذا كان 2y‏ + ×3 ز× :فان 3(=6- -2()y‏ ») لان 0-(ر2+صسی3)- ود 
ےہ جو 2-3-6 
أو 
2 >-2-+غ وى 3-3-3 
أو 
2-2-3 و 3=2 ¥ 
أو 
2=6-× و ۷ے وہ پر 
اي : أو 
201ر 6--ھ و 
أو 
2-->22-» و 3-=3-ل 
أو 
3-=2-× و 2--3-32ز 
أو 
6-=2-× و J-3=-1‏ 
أي : ((4:2 © ;1;1( ;)0;0( :(3 -: 1) ;)4 ;8( ;)5;5( :)4:6( ;)9 (x;y) e{G:‏ 
التمرین ے 5 
حل في 22 المعادلة 3+ ر4 =× 
الحسل - 5 
ور تراه 3+ 4= x»‏ 
)x-2y()x+2y( =3‏ > 


3= و2 ںی ے20ے 
أو 
عرروی+م و ×x-2y=3‏ 
أو ات 
کے یڑ یر و ا عو رت 
أو 
لے ر2 +« و x+2yJ=-3‏ 
مرفوطن 21/2 از و 2× 
أو 
مرفوض 1/2--:3 و 2× 
أو هت 
مرفوض 1/2 -= ل :و 21--« 
أو 
مرفوض 1/2= ل و 2--2 
| نتيجة : المعادلة 3+ ”ر 4 =× لا تقبل حلولا في 22 
| التمر يفت 6 
حل في 22 المعادلة 49 = ر :و 5 
الحل ‏ 6 


9 - (و-ع یر ى 49 د تو ویر5 


مرفوض 7 ےو پر 


2-1 ہی و 49-=ر 


إذن : ((49- : 10 ;)1-; 10-( ; )49 ;10( ;)1 (x;y) e{(10;‏ 
التمرين =7 
ماهي عدد مضاعفات العدد 53 و المحصورة بین 1027 - و 1112 
کل ا 


لیکن × مضاعف 53 إذن : ع1 53 >* حيث k٤7‏ 


112 5% 1027- إذن : 1112 کا 53 >ک 1027۔ 


1110 07 ۔ 
اس ل 1 


أي 8 > k‏ >19,37- 
بما أن 2 ٤‏ ! فان عدد قيم کا هو 40 (من 19 - إلى 20) 
إذن : يوجد 40 مضاعف للعدد 53 محصور بين 1027 - و 1112 


التمرين 81 
عين الأعداد الطبيعية غير المعدومة ۾ حيث 7 قاسم ل هاو 50> م 
الحسل - 8 
۾ هو مضاعف 7 الأصغر من 50 و الأكبر من 0 
إذن : (7:14:21:28:35:42:49 ےو 
ارين 5 
ماهي الكسور المساوية ل 33 و التي مقام كل منها عدد طبيعي أصغر تماما من 50 
الحل ‏ 9 21 
لیکن کا هذا الكسر حيث 50 > >0 
کو د خی 7 
1 
أي : 71x=11y‏ 
منه : »2-11 و 7= حیث N*‏ ع « 


وت إذن : 50> »0>7 
2 8-0[ منه 50/7> و >0 
أي : 71> نه >0 
أي : 0 2 200« 
منه : (49: 42: 1421:28:35 7ع y‏ 
إن (66:17: 55: 44 : 11:22:33إء x‏ 


الحل ‏ 10 
2 || :ئن 8[ 22>-4292:50 
منه 26 > 4+ 2 > 18- 
إذن : نبحث عن مضاعفات 3 المحصورة بين 18- و 26 


منه 1 )26 : 0:13 : 13 (6+4) 
أي : ne{-17;-4;9;22}‏ 
التمرين - 11 
عين كل الأعداد الصحيحة ه حتى يكون 2+7 5 قاسمال 12 
الخل - 11 


n +7‏ 5 قاسم ل 2 ئن := 0123 ;06 3-4“ و1 -::612 112:34 ۳۶۴7 


منه (19-:13-:11-:10-: SH E{-6;-5;-4;-3;-1;5;-8;‏ 
أي (2-:826)21:1 
التز مات 12 
عين الأعداد الطبيعية 2 غير المعدومة حيث يكون العدد 6 +0 قابلا للقسمة على × 
الحل - 12 


يكون 6 +5 فابلا للقسمة على ١‏ إذا و فقط إذا وجد ع1 من N‏ حیث 21 - 2+6 


أي : 6-ه-كاه منه 6-(06-1م 
|8 


التمرین - 13 
1 عين الأعداد الصحيحة ×ط حيث يكون 6+ 50 یقسم 34 
2 عين الأعداد الصحيحة ١‏ التي من أجلها 6+ 5 قاسم ل 2+8 


KET ES | 
Sn +64» Sn+6e{1;2;17:34;-1; 2;-17;-34} ات‎ 
(40۔: 23 8-:7-:28: ۰4:11 5-)٤ھ5 سے‎ 
>ne{-1;-8 
E e وت‎ 


n+ 40‏ 52+65 د 


باجراء القسمة الإقليدية كما يلي : 
عع لإقليدية كما يلك ی وى 5 | 40 +50 
Sn+6 1‏ 
34 


1 34 7 
إذن : تب ب 40-2:1+ قد 
5 526 


منه : يكون 6+ 51 قاسم ل 0+ 5 اذا و فقط إذا كان )و|6 +58 


3 أي (8-:21)© م حسب السؤال: (1) 


مین 14:5 
م عدد صحيح . نضع b=n+1 yg a=3n+7‏ 
أثبت أن إذا كان 4 قاسم ل د و قاسم ل 8 فان ل قاسم للعدد 4 
المل ‏ 14 ا 1 
d d‏ 5 یڈ la‏ 
4|“ د(3 +۸ 7-6 +۹3 د a3‏ د نه د 
0 م٥‏ 


التمرين ‏ 15 
0 عدد صحیح ۔ نضع x=3n+7‏ و 2+ه3-7 
أثبت أن إذا كان ۸ قاسم ل × و ر فإن 4 قاسم ل 43 


81 


سلسلة هباج 


الحل - 15 9017 7 
۵3 جم و۸4 >2 +م0) 7-3 n+‏ 76 د ود_وجإة د اه ا 
التمرين ‏ 16 بتاك راھ 
لیکن 2 و 8 عددان صحيحان . 
برهن أن إذا كان 2 يقسم 2+1 فإن 2 يقسم 2( +8) 
لحن 16 
3 يقسم 2ج + تج إذن : يوجد ٤‏ من 7 حيث 62-21 +2 
منه : )ۆ (a+b) = a2 +b? + 2 ab =2 k +2 ab = 206+ a‏ 
أي 2 يقسم ”(ط )a+‏ 
التمرين ‏ 17 
۾ و ط عددان صحيحان 
1 - أنشر العبارة (ط + 8) 
2 - أثبت أن إذا كان 3 يقسم ظط + فان 3 يقسم 3( + ه) 
الحل - 17 
(a+b)? = (a + b)(a? +67 + 2 a b) 53‏ 
a + a b2 + 2 a b + ba? +b + 2a b‏ = 
a3 + b+ 3 a b+ 3 6‏ = 
2 - إذا کان 3 يقسم 67+ 80 فإن يوجد ع1 من 22 حيث ٠‏ )3= اتو 


کے نه 3 + 2ا و 3+ ذم + (a+b) = a‏ 
أي : 2 3+ (a+b) = 3 k + 3 ab?‏ لأن 31د ثم بتع 
أي : b)‏ شه + 2ط (a+b) = 3(k + a‏ 
أي : 3 یقسم (ط +ه) 
التمرين ‏ 18 


عين باقي القسمة الإقليدية ل ه على ط في الحالات التالية : 
a=118 -1‏ و b=5‏ 
a=-152 -2‏ و 7=b‏ 
الحل ‏ 18 
0 
اكت 23| 18 إذن : باقي القسمة الإقليدية ل 118 على 5 هو 3 
3 
2 منه : 5+ (7)21- 152 
| أفق:5-(152-7021- 
أي : 7-7 + 5 (21 2152-70 
أي : 2 + (22 )7 = 152 ۔ 
منه : باقي القسمة الإقليدية ل 152 - على 7 هو 2 


8 
152 
2 
5 


التمرين ‏ 19 
عين کل الأعداد الطبيعية ١‏ الأصغر من 0 و التي باقي قسمتھا على 41 هو 5 
الحل ‏ 19 


باقي قسمة 2 على 41 هو 5 إذن: 5+] ]1-41 حيث keN‏ 
0ھ aia‏ 411+5>100 


أي 411>95 

أي 95/41 >1 

k 0;12 أي‎ 

نتيجة : 87 ; 46 ; 5)> م لان 5+ 41k‏ -م 
التمرين ‏ 20 
عين العددين الطبيعيين غير المعدومين 8 و ط حيث حاصل القسمة الإقليدية ل ۾ على تا هو 17 و باقيها هو 3 و 
ا 23 - 27-و 


82 


عين القیم الممكنة ل 2 
اقل 21 
Tk‏ 5 
0 ) و م و + أعداد طبيعية و 3> ک0 
إذن : 7k+r=3p+r‏ منه 7k=3p‏ 
م حیث ۾ عدد طبيعي 
التمرين ‏ 22 
عين کل الأعداد الطبيعية 5 التي يكون باقي قسمتها على 7 و حاصل قسمتها على 7 متساويان . 
الكل 22 
لیکن 4 حاصل قسمة ١‏ على 7 و ١‏ باقي هذه القسمة 
إذن : + 7= م حیت 5۲6(1 ;12:3:4 ٤)0;‏ ۲ 
qe{0;1;:2;3;4;:5;6} e‏ 


70ط 

نتيجة : قیم :1 المطلوبة هي.الأعداد الطبيعية من الشکل ++ (9 7)3 ع +14 4-7 
ne{7(0) +0; 7)1(+11:7)2(+2:7)3(+3:7)42+4:7)5(+5:7)6(+6( :‏ 
ne{0;8;16;24;32;40;48}‏ 


۳ سلسلة هباج 
شخن-20 1 
a=17b+3 a-17b=3‏ 
b=27‏ 23 - و a-27=23b‏ 
4۔ > (0 23-ع) - 5 8-17 
a=17b+3‏ 
ي 
a=17b+3‏ 
b=-4‏ 
تا سے 
إذن : لا يوجد عددان طبيعيان 8 و تا يحققان الشروط المطلوبة . 
۾ عدد طبيعي باقي قسمته على 7 يساوي باقي قسمته على 3 (القسمة الإقليدية) 
أي 21+۶“ ا:حیث EN‏ هو و ٣:)071:2(‏ 
3 
ع 


التمرين ‏ 23 
عين كل الأعداد الطبيعية × التي يكون من أجلها الحاصل هو ضعف الباقي عند القسمة الإقليدية ل n‏ 7 13 
الحسل - 23 

re{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;:10;11;12} و‎ q 6N لیکن +4 5-13 حيث‎ 

21 إنن: (02:4:618:10:12:14:16:18:20:22:24)ع و 

منه القيم الممكنة ل 11 هي كما يلي : 


[r SUE 6 وإ‎ 02480910111١ 11:1 12 
9 ٰ 10 | 12 | 14 1611:2831:201 2201.24 
n= کت‎ 1 27 5 81 135 | 162 | 189 | 216 | 243 | 270 | 297 | 4 


من الغلاقة (1) : 416-6-ج 

بالتعویض في (2) : 61 + 416-b=bq‏ 
منه : =bq+b‏ 416-61 
أي : . 355=b(q+D‏ 
منه : کا قاسم ل 355 
bel5; 355} Eel‏ 
منه : 151 : 355)ی(1+و) 
أي : }4:0 ;70 ;354 qı€‏ 


5 254170 4 [ 0 

b 1408:1 5 

61 | 345 1 6۹+6 *>و 
مرفوض مرقوض 

b> 61 لن‎ (a; b) نتيجة : }355 ; 61( ;)71 ; 345))ء‎ 

25  نيرمتلا‎ 

باستعمال خوارزمية إقليدس عين (ظ ; )©6 في الحالات التالية : 

(a;jb)=(315;117) 7 ےہ‎ 1 

(a; b) = (1260 ; 528( 2ے‎ 


الحل - 25 


7ے ئا 36 00 2 
4 0 1 22 
36 081 


rêo ê: 117( > 0 إذن‎ 9 EET 


1260|528.. 528 |204 4 0 2 3 84 |36 
105612-82 2۵2 
204 120 12 


75 0020 2 إذن : ول 0 
التمرين = 26 
n‏ عدد طبيعي غير معدوم 
1 - ماهو القاسم المشترك الأكبر ل د و م3 ؟ 
2 - ماهو القاسم المشترك الأكبر ل م و 2م ؟ 
الل 26 
1 2 قاسم ل ج3 PGCD(n;3n)=n ji}‏ 
2-2 قاسم ل ص إذن 8 - رش PGCD(n;‏ 
التمرین - 27 
برهن أن مجموعة القواسم المشتركة للعددين 8 و ط هي مجموعة قواسم العدد (ط :۶60(۵ 
الحل - 27 
لتکن (1 مجموعة القواسم المشتركة للعددين ۾ و تا 
و لتكن ل مجموعة قواسم العدد (ط : )7002 
ليكن »1 عنصر من 2 إذن : م|کا .و ما 


نضع (ط ; )2602 > ي إذن : حيث. 1= b')‏ : 'و)معوم 


PGCD(a'; b) =1 ن‎ *|q : إذن‎ ١ لدينا‎ 


سلسلة هباج 


سلسلة هباج 


ONE k € 0 : منه‎ 


نتیجة : ل =( و هو المطلوب . 


التمرين ‏ 28 
عين كل القواسم المشتركة للعددين 456 و 792 
الحل ‏ 28 
لنبحث عن (456: 56010792 كما يلي : 
96 7 120 120| 336 6] 456 . 456| 792 
027 2 9 1 |336 1 |456 
0 120 36 


منه : 24 = (456 ; ۲00)792 

إذن : مجموعة القواسم المشتركة للعددين 456 و 792 هي مجموعة قواسم العدد 24 

وهي : }12,24 54658 DEEZ‏ 
التمرين ‏ 29 
8 عدد طبيعي غير معدوم حيث باقي القسمة الإقليدية ل 4294 و 3521 على 2 هما على الترتيب 10 و 11. 
عين القیم الممكنة ل 2 


الحسل ‏ 29 
البواقي هي 10 و 11 إذن : 11 <ھ 


سوا نت = ۱4094 بيه سر RENGA‏ 
=n p+ 11‏ 3521 


- مم 4284 
0 ۹“ -3510 


3510|" 
أي 3 ينتمي إلى مجموعة قواسم القاسمالمشترك الأكبر للعددين 4284 و 3510 كما يلي : 


36| 54 .54| 360 ود 414 2 774 7 0 3510| 4284 
1 36 6 لذ 0 414 6 12 |3510 
18 360 8 774 


إذن : 18 = (3510 ; ۲600)4284 

n'€{1;2;3;6;9;18} منه:‎ 

لکن 11<" إنن 2-18 
التمرين ‏ 30 
×8 عدد طبيعي مكون من أربعة أرقام 
عين العدد م حيث 37 و 53 هما على الترتيب بواقي القسمة الإقليدية للعددين 21685 و 33509 على × 
الحل ‏ 30 

مت = 21685 حيث peN‏ ؛ qeN‏ ؛ n>53‏ 


3 + 0 م = 33509 


85 


n 
3510 منه : إذن : 2 قاسم مشترك للعددین 4284 و‎ 


1 


1 


سس ا 0 ا ا اس و یسسسواسشسللیواواواواششنل‪ش٭شا-ا 


رہ )ا 


= 8 
7 2160827 نر نہ 
q‏ - 33456 6 


إذن : ا ينتمي إلى القواسم المشبتركة للعندين ‏ 21648 و 33456 


البحث عن (33456 : 7600)21648 


6840 9840 |1968 
1 9840| 5 
0 


PGCD(21648 ; 33456) = 1968‏ 
إذن : 2 ينتمي إلى مجموعة قواسم 1968 


21648 (11808 11808 
11808| 1 9840 
9840 1968 


33456 8 
21648| 1 
11808 


سلسلة هباج 


لکن 5 يتكون من 4 أرقام إذن 1968 م لأنه القاسم الوحيد ل 1968 و الذي يتكون من 4 أرقام ۔ 


الشرين 31 
1- عین )126 ; PGCD)182‏ 


2 - باستعمال خوارزمية إقلیدس أوجد عددين صحيحين 0 و 8 حیث 14 - 8 126+ 182 


31 


182 |126 126 | 56 56 |14 e | 
126 E اق‎ O 
56 14 0 


نتيجة : 14 = (126 ; 5)182 ۲6C‏ 
2 - لنكتب بواقي قسمة خوارزمية إقليدس كما يلي : 
56 =)182-126(1........... )1( 
4 = (56)2 -126............ )2( 
نعوض (1) في (2) نحصل على : 
14 = [(126)1- 2]182 - 126 لان (126)1 - 182 = 56 
أي 14 =(126)2 + (126-182)2 
أي : 14 =(126)3 + (2 )182 
إذن ٠‏ (6(=)273:») 


التمرين = 32 

أحسب باقي قسمة العدد 1399 على 82 ثم إستنتج (82 ; 706©17)1399 

الحل - 32 1399|82 

نتيجة : باقي قسمة 1399 على 82 هو 5 7 82 
إذن : )5 ; PGCD(1399 ; 82) = PGCD(82‏ 59 
أي : 1= (82 ; ۶600)1399 لان 82 و 5 أوليان فیما بينهما . 54 

التمرين - 33 005 

PGCD( 350 : - 252) عين‎ 

الضسل - 33 


PGCD(- 350 ; - 252) = 26010350 ; 252) 


رت 24 , 42] 56 ۳ 98 %8 |252 252| 350 
j1 42 |1 23‏ 56 162 2-2271 
0 14 42 اج 2 

PGCD(350 ; 252( 4ھ‎ 

۲۱٥) 350 : - 252( 4 : إذن‎ 


-34 
عين (82 ; 2060:12)54 ثم إستنتج (8200 : 7001)5400 


ہے سے و را 2ےل ھا و وچویسوساتھ 


2762 26| 28 28| 54 54| 82 
3| 6ے ٦٤ت‏ ا ا کے 
0 2 26 28 
PGCD(54 ; 82) =2‏ 
ان )100 PGCD(5400 ; 8200) = PGCD(54 x 100 ; 82 x‏ 
x PGCD(54 ; 82)‏ 100 = 
2> 100= 
200 = 
التمرین ۔۔ 35 کو وج 
عين كل الثنائيات (ط ; 8) من الأعداد الطبيعية حيث a‏ 


الحل - 35 


yeN ؛‎ xeN ہین : ) 229 حيث‎ PCD; 0( >9 


PGCD(x;y)=1 By 
9x+9y=72 : لدينا 72 ےتا +8 إذن‎ 
x+y=8 : أي‎ 


x REO 2 a 7‏ 
0 ار )و7۲ 
مرفوض 2 مزفوض مرفوض ‏ مرفوض > مرفوض 
الحالات المرفوضة لا تحقق الشرط 1 =( ; )۲6€ 
گیا : KDE: G59); 3)0; DD}‏ 
منه : ((9 ; 63( ;)27 ; 45( : )45 ;27( : (63:ئ)ء (ط:) 
التمرين ‏ 36 0> ab‏ 
عين الثنائيات (ط : 8) من الأعداد الطبيعية حيث ال كات 


الحالات الممكنة : 


36  لخلا‎ 


EN ال‎ cess 


لدينا 85-360 إذن : 61-360 اث أي 10 =× 
منه القيم الممكنة ل × و ل كما يلي : 


x 2 0پ‎ -6 


27 100 
نتیجة : ((1 10): 20 5 (10(:2:5 GN EL:‏ 
منه : ((60:6) : (12 : 30(:)30: 12): (60: 6))ء (a; b)‏ 
التمرين ‏ 37 : 0 5 1 
عين الثنائیات (ط ; 8) من الأعداد الطبيعية حيث 
الحل 37 PGCD(a ; b)=5‏ 
b) =5‏ :م6٥۶8‏ إن امت لوعت مد تر 
1- ۲ :×)200 
705 82-6 نن:: 825 = (a - b)(a + b)‏ 
أي 5 - وری+× 7()5 2-5 5) 
أي 5 = x 5)۴ - yx + y(‏ 5 
أي : 3- چر+ 0( - (x‏ 
FEO‏ 
2 ا مو 
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سلسلة هباج 


LTT TTT 


١ 


00 6 


للا 


ETT 


سلسلة هباج 


1 0 
«-YK+=33‏ 
منه القیم الممكنة ل )-y(‏ و (+یںم هي کما يلي : 
E yT 3‏ 
٦ ۰‏ عدم 
ET 7-7‏ 
y 16 41-41-16‏ 
مرفوض مرفوض 


ملاحظة : للبحث عن × و ل نحل الجملة مك کات 8+ ">2 
بے کو NON a E‏ 07ک اوودی 
منە: ((20 ;35) :)80 ; 85))ء (a; b)‏ 


إذن : 


38  نيرمتلا‎ 
PGCD)140 ; 143) عین‎ -1 
: إستنتج (ط : )۲6۳5 في الحالات التالية‎ - 2 
(a; b) = (140 x 34 ; 143 x 34) 
(a; b) = (143 x 82 ; 140 x 82) 


1 الل 38 3_| 140 


3|2 126 140| 143 
کت 20 3ء 
2 
نتیجة : 1= (143 : PGCD(140‏ 
قات 4 = )143 ; PGCD(140 x 34:143 x 34) = 34 x PGCD(140‏ 
PGCD(143 x 82: 140 x 82( = 82 × PGCD(140 ; 143) = 82‏ 
التمرين ‏ 
أثبت أن لا يوجد عددان طبيعيان مجموعهما 0 و قاسمهما المشترك الأكبر هو 7 
الحسل ‏ 39 
لنفرض أنه يوجد عددین طبيعيين ۾ و تا حيث ) ا ا 
Es‏ ا 1 7 :0۴ مو 
کے OCR‏ لو 7و حيث 
a+ b= 500‏ إذن : 500 = yر7+7×x‏ 
اي 500 =( + )7 
لکن 7 لايقسم 500 إذن تتاقض . 
منه : لا يوجد أي عددين طبيعيين 4 و تا يحققان الشروط المطلوبة. 
التمرين ‏ 40 
قطعة أرضية مستطيلة الشكل أبعادها ص 90 × ص 156 كما هو في الشكل المقابل : 
نريد إحاطتها بسياج على شكل أعمدة حديدية حيث نضع في كل زاوية عمود و المسافة 
بين كل عمودين متتالیین متساوية مثى مثى . (نفس المسافة على طول السياج) . 
إذا علمت أن المسافة بين كل وتدين هي عدد طبيعي ۸ مقدر بالمتر حيث 5 > م > 2 . 
أحسب عدد الأوتاد التي يمكن غرسها على محيط هذه القطعة الأرضية . 
الحل ‏ 40 
ہما أن المسافة بين وتدين متتاليين مثنى مثنى متساوية فإن العدد 1 يكون قاسم ل 156 
و قاسم ل 90 
لدينا 2>0>5 إذن (4: 3اءے م 


بما ان 4 لا يقسم 90 فإن القيمة الوحيدة الممكنة ل 2 هي 3 


سلسلة هباج 


إذن : عدد الأعمدة المحاطة بالقطعة الأرضية هو كما يلي : 

محيظ القطعة : 492 = (2)246 = (90 + 21156 = م 

إذن : عدد الأعمدة هو : 164 = 492/3 

شين - 41 

تسمي قاسما تاما للعدد الطبيعي ١‏ كل قاسم ل ١‏ موجب و يختلف عن ۸ 

تقول عن عددين طبيعيين غير معدومين 4 و تا أنهما وديان إذا کان 8 هو مجموع كل القواسم التامة للعدد 6 و ط هي 
مجموع كل القواسم التامة للعدد 4.. 

يرهن أن العددان 220 و 284 وديان 

قحل 41 

لنبحث عن قواسم كل من 220 و 284 أكما يلي : 


ان : 52207 110 55 :11,20,2244 :10 :110-1152245 

(284: 142 ;71 ;34 1;2{ > بووط 
منه القواسم التامة ل 220 هي 110 ;55 ;1;2;4;5;10;11;20;22;44{ 
و القواسم التامة ل 284 هي (41:2:4:71:142 
4 - 110 + 55 + 44 + 22 + 20 + 11 +10 + 5 ++ +2 +1 
0 -1+2+4+71+142 
إذن : فعلا العددان 220 و 284 وديان 
اققمرين = 42 
8 عذد طبيعي أكبر تماما من 2 
يرهن أن : يكون 2+5 مضاعف ل 2-ھ اذا و فقط إذا کان 3> م أو 9=" 
كل 42 
لنبحث عن القاسم المشترك الأكبر ل 5 +1 و 1-2 باستعمال خوارزمية إقليدس 


n+5 |n-2 
PGCD(n + 5 ;n-2)= PGCD(n-2; 7) : ان‎ n-2 1 
)1:7( لان قواسم ,7 هي‎ P65) +5; 1 -2( »)1:7( منة:‎ 9 


قتيجة : يكون (5 + 2) مضاعف ل 22 -2) إذا و فقط إذا کان 2 -2 > (2 -2 : 5 + PGCD(n‏ 

أي : إذا و فقط إذا كان 2-2-1 أو 2-2-7 

أي : إذا و فقط إذا كان 2-3 أو 2-9 و هو المطلوب 

43  نيرمتلا‎ 

1- أحسب مجموع قواسم العدد 8 ثم مجموع قواسم العدد 81 

2 ماهو عدد قواسم العدد 81 ×8 

43  لحلا‎ 

کے (1-141:2:4:8 إذن : مجموع قواسم 8 هو 1+2+4+8-15 

0g = )1:3:9:27:81(‏ إذن : مجموع قواسم 81 هو 1+3+9+27+81-121 

2 لنبحث عن عدد قواسم العدد 81 ×8 

8x81 - 2334 : لدينا‎ 

إذن : قواسم العدد 81 × 8 تكتب من الشكل 3 "2 حيث (640:11:2:3 n‏ و (6)0:1:2:3:4م 

إذن : عدد قواسم العدد 81 ×8 هو 4-20 ×5 

له : يمكن البحث عن هذه القواسم كما يلي : 

2 2 2 2 

کے 


a BEES LO FAT TST EZ ES IS) 4 1 


:ریہ ر۱۰۸ 8۷:۱۷۷ ين ل ا ل ل اك ال ل ا نف بہ۱ دہ ۱؛ 


tI 


mm mR‏ ص a mM‏ ص TTT TTT mm gm mmm‏ اماق 


سلسلة هباج 
التمرين ‏ 44 
1 - كيف يمكن إختيار العدد الطبيعي 2 حتى يكون 222 عددا ضکیخاٴ: 


2 عین الأعداد الطبيعية ۾ و و کہ 1 قاسمين أوليين فقط هما 2 و 3 و عدد قواسم 2 هو ثلاث 
مرات عدد قواسم العدد ۾ 


الحسل - 44 
1' یکون العدد تل صحیخا إذا و فقط إذا کان 1 - و =1 = م :2+ م)مع6م 
0 
باجراء خوارزمية إقليدس كما يلي : وو 
إذن : )3 ;1- PGCD(n‏ = (1( - م :2 + PGCD(n‏ ہت 


منه : (1:3)ء (1 -ھ ;2+ PGCD)n‏ لان قواسم 3 هي (113) 
نتيجة : يكون 2-2 صحیحا إذا و فقط إذا كان 1 >1-ه أو 8-1-3 أي 2-2 أو 4-م 
- 1 
2 - 2 له قاسمين أوليين فقط هما 2 و 3 إذن : "2-23 حيث *للك 8 او ۴ء م 
إذن : عدد قواسم ۾ هو (1 + م)(1 + ۸) 
اار6 ۴ پر 7225 تج 
إذن : عدد قواسم ۳ھ .هو :(1 + م 1)2 +م 2) 
نتيجة : عدد قواسم 2 . هوا 3 مرات عدد قواسم :8 إذن : 
(p+ 1)‏ +م)1(><3+ ھ 1()2 +ھ2) 
أي :1 4np+2n+2p+1=3np+3n+3p+3‏ 
أي:: np-n-p=2‏ 
اي : np-n=p+2‏ 
أي : n(p -1)=p+2‏ 
أي : 
لکن : 6١*‏ × إذن : (2E) eN*‏ 
منه : حسب السؤال (1) فان 2 ےم أو 4 دم 
E‏ 


منه : 4 n n=‏ 
5-7 4-1 
إذن " , ((0(۶)0:۱2(:)2:4م) 
منم: 2234 > و ار 8-232 
التمرين س 45 
عين کل الثنائیات (ل ; ×) من الأعداد الصحيحة التي تحقق : 0= 12 - 8ھ - و × 
الحسل د 45 
4y-12=0 > xy =4 < 2‏ رڈ 
2 = 4 »)ر ے 
2 
و ر جه خیٹ 4× 
ہما أن لا عدد صحیح فإن (4 -×) هو قاسم ل 12 
أي : (12-: 2-3-4-6 -: 1 - 6:12 :2354 1يع 4-( 
مٹھ:: (8 1:0-22 :2 :7:8:10:163 6ی :ئءَ× 
یں گل سی ہس رر درد 1-12-64 :12:6:4:3:2)ء 7 


نقيجة : :(4-: 1) : (6 -:2 ؛ (12 -: 3) ;)16:1( ;)2 ;10( ;)8;3( ;)7:4( ;)6;6( (x;y) e{6;12):‏ 
SS)‏ و رھ ۵23(2 

التمرین = 46 

في المستوي المنسوب إلى معلم نعتبر (©) منحنى الدالة ۴ المعرفة على 


90 


2 
131[ 0رر -و 3 2 زور 


1 عين العدد الحقيقي ۾ حتى يكون من أجل كل × من (1: ہر يس 
2 - عين نقط المنحنی (©) التي إحداثياها أعداد صحيحة . 37 


الحل ‏ 46 
1 ۔ باجراء القسمة الإقليدية كما يلي : K1‏ 83خ دستج و 
2x-1 4‏ 2 - 0ر2 
إذن : -ظ- 1- f(x) =2 x‏ کے EEE‏ 
x-1‏ 
EY ٤‏ 
أي 4--ة a‏ 


2 لتكن (: 1)۴( نقطة من (©) 
تكون إحداثيات 11 صحيحة إذا و فقط إذا كان : [2;0;2;3-;3-)€6 × 


و 02 أي 2ء کے لان 2x-) eZ‏ 
نه( (1- اق 4 
أي إ4-;2-;1-;e{1;2;4 (K-11)‏ 
آفق :073577001737 E‏ 
بالتقاطع مع المجموعة (2;0;23-;3-) نخضل على : ا(3 ;6-30:2 × 
إذن : ((1)2(:1)3 : e{f( 3) : F(0)‏ ۷ 
أي : }1;3-;6;3-{€ y‏ 
إذن : النقط المطلوبة هي ((3 ; {Nı( 3 ; - 6); N2(0 ; 3( : 3)2; - 1( : N4)3‏ 
التمرين ‏ 47 
۸ عدد طبيعي . نضع )5+ a= n(n”‏ 
1 - برهن أن ۾ عدد زوجي . 


2 برهن أن ۾ مضاعف 3 
الحل ‏ 47 
1 2 عدد طبيعي إذن نميز حالتين : 
الحالة الأولى : 2 زوجي منه : 2 >5 حيث ٤۸×‏ م 
إذن : )5+ p(n‏ 2< 
منه : 8 زوجي . 
الحالة الثانية : 2 فردي إذن : 1+ 2< حيث آ٣‏ ء م 
منه : ]5 + ”)1 a= n[(2 p+‏ 
أي )5+ 1+ a=n(4 p+ 4p‏ 
أي (6 p+‏ 4+ ثم 7)4 >8 
أي (3+م2+ 2م a=2 n2‏ 
منه : 2 زوجي . 
نتيجة : من أجل كل × من N‏ فإن العدد 2 زوجي . 
١ 2‏ عدد طبيعي إذن نميز الحالات التالية : 
الحالة الأولى : 35ح رز حیے B6N‏ 
إذن : )5 + a=3 p(n”‏ 
منه : ۾ مضاعف 3 


الحالة الثانية : 1 + م 3> حيث 2 © م 
إذن : ]5 + )1 + م 3)]ه -ج 
أي )1+5+pص6p+ a=n9p”‏ 
أي )6 a= n(9 p” + 6 p+‏ 


سلسلة هباج 


أي (2+م2+ 2م 3ه 3 دج 
منه : 2 مضاعف 3 
الحالة الثالثة : 2 n 23 pP‏ حيث. pıe N‏ 
إذن : ]5+ )2+ م a=n[G‏ 
أي (4+5+م2+12م9)ص a=‏ 
آي (9+م12 + ثم یر >ع 
أي )3+ +4p‏ ٹر یو دےع 
أي 4 مطناعفف 3 
نتيجة : من أجل كل قيمة للعدد الطبيعي 2 فإن ۾ مضاعف 3 
التمرين ‏ 48 
8 عدد 
برهن أن العدد (2)82-1 = 4 مضاعف 6 
الحسل س 48 
لیکن ۾ عدد طبيعي 


إذن : الأعداد (8-1) 4 8 و 1 +8 هي أعداد صحيحة متتابعة 
أحد .هذه الأعداد زوجية أي تكتب من الشكل م2 حيث لاع م 
ا 3 أي تكتب من الشكل 3 حيث >4 
إذن : جداء هذه الأعداد يكتب من الشكل 4 أي وم6 
ہما أن (1 + 1()8- A = a)” -1(= a)‏ 
فان ۸ يكتب من الشکل 4 م6 إذن : ۸ مضاعف 6. 
التمرين ‏ 49 
1- برهن أن من أجل كل عدد طبيعي ۸ فإن رقم آحاد العدد م - “م هو 0 
2 إستنتج أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم م فإن العددين ۶۶ھ او ۶ھ لهما نفس رقم الآحاد 
المل ب 49 
1 يكون رقم آحاد العدد 82-5 هو 0 إذا و فقط إذا كان ۸ - تو مضاعف 10 
لنثبت إذن بالتراجع صحة الخاصية : 2 - م مضاعف 10 
من أجل : 2-0: 0-0-*0 و 0 مضاعف 10 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 0 >2 
نفرض أن ۸ - ”2 مضاعف 10 أي 101 -م- كم حيث ٤۸‏ 1 
هل (2+1)- *(1 +2) مضاعف 10 ؟ 
1 -ه - 1 جم 5 + ثم 10 + ثم 10 +ثم 5 + كم - (1 جم - ك1 + 


محم 5 + ثم 10 + ثم 10 + ثم و + كود 
n?) + 5 n( + 1)‏ + لم10 + ہر کرد 
n) + 5 n(n? + 1)‏ + ثم)10 + k‏ 10 = 
إذا كان 2 زوجي فان (1 + نمم 2 × 5 = (1+ تی5 
م أي )1+ Sn +1(-10 p(n‏ 
إذا كان 2 فردي فان 3+1 زوجي 
أي 4 1)=10+ 5n(n‏ 
منه: ]4 + +n‏ ثم +ع]10 =)1 (n+‏ )1+( 
أي : (8+1)-8+1(5) مضاعف 10 
منه : الخاصية ضحيحة من أجل 1 +2 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 فإن 8 - “م مضاعف 10 
أي من أجل كل غدد طبيعي 2 فإن رقم آحاد 8 - ثم هو 0 
2ے الدینا.: pF?" = nP(n— n)‏ ۳5م 
إذن : رقم آحاد العدد !“م ٣م‏ هو 0 منه العندان ٨‏ و أ لهما نفس رقم الآحاد . 


سلسلة هباج 


سلسلة هياج 


50  نيرمتلا‎ 


2 
م لدعت سض × ا وید جج 


1 بین أن العدد (1 + «) هو قاسم مشترك للعددین 2 و طا 
2 عين قيم العدد الطبيعي ×ط التي يكون من أجلها العدد (1 + 5) قاسما للعدد 20+ 1 15 + 2ه 3 


الحل ل 50 
1 باجراء القسمة الإقليدية كما يلي : 
|n+1‏ 4+ود+ت" n +3n+2 |n+1‏ 
4+" ص+تو n7 +n n+2‏ 
4+4 20+2 
4n+4‏ 2+2 
0 0 
ہما أن بواقي القسمة الإقليدية ل كل من a‏ و 8 على )١+1(‏ هو 0 فان العدد (1 + 0) هو قاسم مشترك لکل 
من ۾ و ط 


2 - يكون (1 +0) قاسما ل 20+ ,1 15 + م 3 إذا و فقط إذا وجد عدد طبيعي © 
حیث (1+ م)ن - 20+ م 15+ 2م 3 


3n +15n+20 |_n+1 ئن‎ ES 20ا0‎ 1 
3n +3 3h#12 n+1 ِ 
12 +0٥ : باجراء القسمة الإقليدية كما يلي‎ 

8 12-0-12 
RS :‏ دے و 
نحصل على 7 ASDF‏ 8 


إذن : يكون (1 +) قاسم ل 0+20 52+15 3 إذاٴو فقط 
إذا كان (1+ھ) قاسمالت 8 اي ([1:2:4:8)ء (8+1) 
منه : (1:3::7: ۲0ء 
خلاصة : ٹیم × حتى يكون (1 +6) قاسم ل 158+20 + ٹ3 هي (0:11357) 


0 و 8 عددان صحيحان حيث ۾ يقسم 1-ه و n+n+3‏ 
1 - بین أن ه يقسم 1+م2-2م 
2 إستنتج أن ۾ یقسم 2 +372 
3 بين إذن أن 8 يقسم 5 
4 . ما هي القیم الصحيحة الممكنة للعدد .8 ؟ 
الل - 51 
لا لديا n -2n+1=(n-1)‏ 
إذن : (2-1) يقسم 1 +ھ2- ٹر من أجل :1 ۸# 
لکن : ۾ یقسم (1-م) 
إذن : بالتعدي فإن 8 يقسم 20و 3 


822 
۹|2 2 50 ln’ FAS 8 2 
2 : اة ادن‎ 
n +n+3- (n -2n+1) ہر‎ 


أي 2 + ۾ 3| و هو المطلوب 
8 8 8 
3 لیا مأ إذن B-1)‏ ا 3+ دا 
[3n+2 3+2‏ +3 
منه : (3- وى 2+ 9| أي 5| و هو المطلوب 


1-4 5 إنن : (5-:1-:1:5)عة 
82 


کے 
93 


۸٣۷۷ 


او 


52  نيرمتلا‎ 


1 عدد طبيعي فردي . 5 هو مجموع أعداد طبيعية متتابعة و عددها م 
بين أن العدد 5 يقبل القسمة على 1 . 


الحل - 52 
لیکن 20+1  >‏ حيث 721 ج م 
٨)4٨ 1( + )4+2( + .......+ )4+8-1(‏ =8 حيث ۾ عدد طبيعي کیفی ۔ 
5 هو مجموع 1 حد من حدود متتالية حسابية أساسها 1 و حدها الأول © 
إذن : aan PD‏ 
Cg 1)‏ 
22q+2p+1-1)‏ = 
2220 
باق) 2 ے 
(م 4 7 
(ج + =n(q‏ 
إذن : 8 يقبل القسمة على 2 . 
التمرين - 53 
برهن بالتراجع على × أن من أجل كل عدد طبيعي 8 : ١‏ 11 +« يقبل القسمة على 6 
الحل - 53 


من أجل 2-0 : 8-0 11+ 2ھ و 0 يقبل القسمة على 6 
إذن : الخاصية صحیحة من أجل 7-0 
نفرض أن 2 11 + " يقبل القسمة على 6 من أجل 0< اي 61 118+ تم 
هل (1 +11 + (1 +ھ) يقبل القسمة على 6؟ 
1 11 +1 +ع 3+ ثم 3+ تم - (1 +110 + 1 جم 
35 + تم 3+ 12 + (م 11 + ثم = 
k + 6(2) + 3n(n + 1(‏ 6 = 
نمیز حالتين : إذا كان 2 زوجي فان م 2 =1 إذن : (1 + مم 6= (1 + 3)۸ 
إذا كان 2 فردي فان (1 + ) زوجي أي n+1=2p‏ منه 3n(n+1)=6np‏ 
إذن : من أجل كل ھ من N‏ فإن 4 6 > (1 + 3803 حيث ١ي‏ 
مٹھ:: (n+ 13+ 11(n + 1) > 6 k + 6(2) + 6q‏ 
6(k +2 + q)‏ = 
614 = 
إذن : (1 + )11 + (2+1) يقبل القسمة على 6 
أي الخاصية صحيحة من أجل 1+ م 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 فان +11١‏ ”م يقبل القسمة على 6 
التمرين ‏ 54 
ما هو باقي القسمة الإقليدية للعدد 71 على 72 ؟ 
الحل ‏ 54 
2 > 71 إذن : باقي القسمة الإقليدية ل 71 على 72 هو 71 
التمرين ‏ 55 
يحتوي کتاب على 4350 سطرا مكتوبا حيث كل صفحة تحمل 34 سطرا ماعدا الصفحة الأخيرة . 
ما هو عدد صفحات هذا الكتاب و ما هو عدد الأسطر المكتوبة على الصفحة الأخيرة 


سلسلة هباج 


: 


سلسلة هباج 


الحل - 55 34 | 4350 
بإجراء القسمة الإقليدية كما يلي : 127 3 
إذن : 32+ (34)127= 4350 68 
مته :“عند صفحات الكتاب م ۸29 +197 2 
و الصفحة الأخيرة تحمل 32 سطرا مکتوبا ٠‏ 5 
التمرين ‏ 56 
علما أنه يوجد عدد طبيعي پ1 حيث 1+35 100190-13 ء ما هو باقي القسمة الإقليدية للعدد. “100 على 13 ؟ 
الحل = 56 
k +5‏ 13 = 10009 إذن : باقي قسمة 1007 على 13 هو نفسه باقي قسمة 35 ,على 13 
إذن ::باقي قسمة "100'9 على 13 هو 9 
التمرین ب 57 


ه و در عددان طبيعيان باقي قسمتهما على 7 هما على الترتیب 8 و 12 . عين بواقي القسمة الإقليدية لكل من 
الأعداد n+‏ ؛ ım‏ ؛ صر على 17 
الل - 57 
.. -2-171+8 حیث keN‏ 
m=17p+12 j‏ حیث 6N‏ ط 

ا E‏ 
منه :` )12 + nm = (17k + 8()17 p‏ 
ر٦‏ )12 + m= (17 p‏ 
n +m = 17(k + p) + 0‏ 
أي + 96+ 8x17 p‏ +(2ز nm=17k(17p+‏ 
[ 144 + رم 24)17 + m? = 172 p‏ 
n+m=17(k+p)+17+37‏ 17 | 144 17[ 96 
أي O‏ ا کا 8 136 5 85 
p) + 17(8) + 8‏ 1707۳2+24 کٹ ہی 
n+m=17(k+p+1)+37‏ 
منه + nm=17(17kp+12k+8p+5)+11‏ 
p+ 8) + 8 J‏ 24 + 2م 17(17 m=‏ 
باقي قسمة +5 على 17 هو 3 
إذن ٠:‏ باقي قسمة تتا على 17 هو 11 
[ باقي قسمة ‏ 7532 على 17 هو 8 
التمرين ب 58 
عين الأعداد الطبيعية غير المعدومة 1 التي يكون باقي قسمتها على 3 مساويا لمربع حاصل هذه القسمة . 
الحل ب 58 15 

لیکن ++ 2-43 حيث ا 

+ باقي القسمة إذن : 43 > :0 


لدينا كم إذن : 43 > 2و >0 
ہما أن © عدد طبيعي فإن القيم الممكنة ل © حتى يكون 3 > 02 > 0 :ھی : 
(0:1:2:3:4:5:6) لن 72-49 
إذن : القيم الممكنة ل. + حيث ”= ھی :[10:124:9:16:25:36 
نتیجة : 
55 6301-412 0070ا فو 
36 0602 ۷9 4 اليل | 10ط 
294 | 240 | 188 | 138] 90 | 44 | 0 |+ و 43<>ھ 


منه قیم 2 المطلوبة هي : )4ود : 240 : 188 : 138 : 90: 44{ (2 غير معدوم) 
95 


التمرين ‏ 59 
ل1 کول 8 ( ثانية) إلى الأيام و الساعات و الدقائق و الثواني ۔ 
2 أكتب خوارزمية لتحويل عدد 2 من الثواني إلى أيام » ساعات ء دقائق و ثواني . 
الحل ب 59 
1- 1 يوم لمم 24 ساعة 
1 ساعة س 60 دقيقة 
1 دقيقة > 60 ثانية 
إذن : 1٠‏ ساعة »> 60 ×60 ثانية 
منه: 1 يوم -> 60×24 ×60 ثانية 
أي : 1 يوم -> 86400 ثانية 
إذن : عدد الأيام المتواجدة في 241312 ثانیة هو حاصل قسمة 241312 على 86400 


منه : عدد الأيام لجسا 0 ] 241312 
: 2 172800 
68512 


عدد الساعات المتواجدة في 68512 ثانية هو حاصل قسمة 68512 على 3600 


منه عدد الساچات هو : 19 0 68512 
19 | 68400 


عدد الدقائق المتواجدة هي 2 ثانية هو 117 


حاصل قسمة 112 علی 60 الا 
إذن : عدد الدقائق هو : 1 6001 
شا 
خلاصة : 241312 ثانیة فيها يومين و 19 ساعة و دقيقة واحدة و 52 ثانية . 
2 الخوارزمية 
1 نبحث عن 1 حيث 11+ 86400 × رو =۸ حيث 86400 > >r‏ 0 
2 - إذا كان 1۱۶0ء نبحث عن 2 حيث دہ + يو 3600 = ۲ حیث 3600 > وہ > 0 
3 إذاكان 20ر نبحث عن 13 حيث 1+ دو 60 > وہ حيث 60 > وہ > 0 
نتيجة : العدد .2 من الثواني مكون من : 
1 يوم و 02 ساعة و 03 دقائق و و٣‏ ثواني . 
التمرین ل 60 
حاصل القسمة الإقليدية للعدد 1517 على العدد الطبيعي ط هو 75 
عين ط ثم باقي هذه القسمة . 
1 -60 
لیکن ۲ باقي هذه القسمة حیث طا>إ>0 
إذن : ۲+ط ا 1517-75 
لنجري القسمة الإقليدية ل 1517 على 75 كمايلي : _75] 1517 
منه : 20+17 × 1517-75 0 10 


إذن : 5-20 و 17= 7 


الیل ا6 
1- أنجز القسمة الإقليدية للعدد 76 على 17 

2- « عدد طبيعي . ما هو حاصل و باقي قسمة العدد 6 على 17 

3 - إستنتج الحالة العامة كما يلي : القسمة الإقليدية ل 8 على تا هو ي و الباقي ٣‏ ۔ 
ما هو حاصل و باقي قسمة العدد ه +5 على 6 

61  لحلا‎ 


76 |12 7 
"84 
0 


إذن : 8 + (17)4 = 76 أي الحاصل 4 و الباقي 8 
2 لاینا 8+ (17)4 = 76 إنن: 8+ (17)4 +م-76+م 

n +76 = (n+ 8) +17)4( : أي‎ 

منه : باقي قسمة (76 +2) على 17 هو باقي قسمة (8 + ) على 17 

و حاصل القسمة هو 4 +4 حيث ي هو حاصل قسمة (8 +8) على 17 
مثال : لیکن 1=20 إذن : 28 > 20+8 و 11+(28=17)1 

تو (20+76) على 17 هو 11 
حاصل قسمة (20+76) على 17 هو 1+455 


التحقيق ؛ 76-96 +20 شا 
5 ده 
11 


3 الحالة العامة :۰+ و جا کج و iı n+r=bq'+r'‏ > > 0 .و > 7ك 0 


5 . إباقي قسمة (8+2) على 6 هو ٣‏ 
EE‏ (ه+2) على طا هو أي +4 


التمرين 62 

1 ۔۔ بين أن إذا كان ۾ و ط عددان طبيعيان غير معدومين حیث (7ط + 4) عدد فردي فإن ۾ و ظط مختلفين في 
الشفعية أحدهما فردي و الآخر زوجي 

2 - بین أن إذا کان 23 عدد فردي هو مجموع مربعين فإن 2 يكتب على الشكل 1 +ع1 4 > «د حیث 71 6 ءا 
الضل ‏ 62 

1 لیکن 8 و ا عددین طبيعيين . نميز الحالات التالية : 


Eê b a7 + bz 
23 4 3و 2+ كا ےت‎ 
ا ا‎ +4 E ET 29+1 
29 4 +4 1 اوت و اہ‎ 
2 +14 +4 4ب‎ + 40+2 >2 2-2 2+24+1) 


نتيجة : الحالات الوحيدة التي يكون فيها وس پ E‏ 
م2 حچ و 1+ 6-2 أي 8 و تا مختلفين في الشفعية . 
بحت 26:1 40919 012 
٣ - 2‏ فردي و 8 مجموع مربعين 
لیکن 82+62 >2 حیث 3 و تا عددين طبيعيين غير معدومين . 
حسب السؤال (1) فإن 8 و تا من شفعيتين مختلفتين . 
نضع ٤-20+1‏ رو2 5 سٹ رج تو رو میدن طيصين ۽ 
إذن : ألو 2 + )1 +م 2 2 
0+1 40+4+ 07 4< 
رو م+ *م)4 - 
1+1 4= حيث 7 + مع k= p”‏ 
نتيجة : ١‏ يكتب من الشکل 1+ )4 حیث 2 ع 1 
التمرين ‏ 63 
من أجل كل عدد طبيعي 1 نضع "5+ ایی + 52 + 1+5 د ونا 
1- برر أن ,نا عدد طبيعي . 
2 أحسب ,نا بدلالة ھ 
3 إستنتج باقي قسمة العدد "5 على 4 من أجل كل عدد طبيعي 2 
الحل - 63 
من أجل كل 2 من N‏ فإن "5 هو عدد طبيعي . 
إذن : من عدد طبيعي لأنه عبارة عن مجموع أعداد طبيعية ٠‏ 
و "3 لی +32+ 5 1 دون 


إذن : ہلا هو مجموع (0+1) حد من حدود متتالية هندسية أساسها 5 و حدھا الأول 1 


ایت يه 1 أو اعسات 
5 تا کے - 
5-1 ملا أي Un‏ 


gE 
منا فإن 6ت‎ ٤ × بما أن‎ - 3 


منه : 


أي : 4 يقسم 51-1 
أي : .1-410 - ۳۱و حيثا kéN‏ 
منه : 1+ ما ےو 
أي : باقي قسمة !57 على 4 هو 1 
التمرين ‏ 64 
1 - برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي د العدد 1-"23 مضاعف 7 
2 - إستنتج باقي القسمة الإقليدية للعدد 4 على 7 في كل من الحالات التالية : 
0 و ےچ ب( 1و ے و ج( دو 
الحسل = 64 
1 - البرهان بالتراجع : 
من أجل 0 حبص ,1-0 2350-1-12 
2 0 مضاعف 7 إذن : الخاصیة صحيحة من أجل 1-0 
نفرض أن 1 "2 مضاعف 7 من أجل 0< ( أي 71 -230-1) 
هل 20*۰1 مضاغف ۲7 
1 - 30+3 =[ _ 23*0 
]1ے تو پر 23ے 
x2" - 1‏ 8= 
سے O‏ ري وت 
+4 × 27 لان حسب فرضية التراجع ) 7= - 2١‏ 
270251 
ادن GR‏ مات +7 
منه : الخاصية صحيحة من أجل 1 +2 
نتيجة ؛ من اجِل اکنل EA‏ کا و سر کا ایر 
2- لیکن 2335-1-71 حیث اع )1 
۹٥ب‏ و 
منه : باقي قسمة "2 على 7 هو 1 
ب) 10+2 7)2 = 2+ 7k‏ + )7= 2+ ز - توب رن متوے ہتو ب ر ےر ی ود لخدتو 
إذن : باقي قسمة 277 على 7 هو 2 
ع0( 14-"2) + (1 - "2 + (1 - "2 + ررے م = ےا توم قد ادو د مدر 4x»‏ 23042 
71+4 +71 +1 7+ 27 
إذن : باقي قسمة 232 على 7 هو 4 
التمرين ‏ 65 
۾ و تا عددان طبيعيان غير معدومين . 
1 - برهن أن القواسم المشتركة ل ۾ و (+82) هي نفسها القواسم المشتركة ل 8 و 8 
إستنتج علاقة بين a)‏ : + 7©02)82 و PGCD(a ; b)‏ 
2 - برهن أن (ط ; a +3 b) = PGCD(a‏ 2 ; ط + PGCDK(a‏ 
الحل ‏ 65 
1 - لیکن 4 قاسم مشترك ل 2 و :1+ تج 


آھ توإذ 
۳ منه : 2 ا ١‏ ذا 
إدن a +b-a‏ ي جا 
b‏ + قواھ +b‏ قواك 


إذن : إذا كان 4 قاسم مشترك ل a‏ و +2 فان ۸ قاسم ل ONE b‏ 


لیکن الآن ۸ قاسم مشترك ل 2 و ا 


Al.2 4 
إذن : 0 منه : + تواھ‎ 4 
Alb A 

إذن : إذا كان ۵ قاسم مشترك ل 4 و 6 فإن 4 قاسم مشترك ل a+b‏ 0 

من (1) و (2) نستنتج أن القواسم المشتركة ل 8 و 6+ 32 هي نفسها القواسم المشتركة ل 2 و تا و 
خاصة القاسم المشترك الأكبر ۔ 


REE ۶۵۵) + b : a) = PGCD(a; b) : أي‎ 
28+2612 : بإجراء القسمة الإقليدية‎ - 2 
PGCD(2 a+ 3 b; a+ b) = PGCD(a + (ط : م‎ 

a+b|b 11 i 
8 من جهة أخرى و بإجراء القسمة الإقليدية‎ 
ہے‎ PGCD(a + b ; b) = 500) ; a) 


PGCD(2 2+ 3 6 : a+ b) = PGC1(a ; b) : نتيجة‎ 
66  نيرمتلا‎ 

5-13 2-1 عدد طبيعي . نضع 3+ م11 -ه و‎ ١ 
138-1150 : بين أن‎ - 1 

2 - عين کل القيم الممكنة ل (ط ; )720617 

3 - عين ثنائية (ط ;  )8‏ حيث يكون 50 = (ط : )۲)7 


الحل ‏ 66 
1ے 13a-11b=13(11n+3)-11(13n-1)‏ 
1ھ 143 - 39 + 143 - 
0< 


2 لیکن ۸ زا PGCD(a;‏ 


4 4 
9 ا إذن : 4113-11 أي ووإث 
Alb‏ 1118ھ 

منه : القيم الممكنة ل 4 هي قواسم العدد 50 

أي : }50 : 25 ;10 PGCD(a; b)e{1;2;5;‏ 
3 لنبحث عن 2 و 8 حیث 50 = (ا;۴6)5)2 

13a-11 b= 50 لدينا‎ 

لاحظ أن : 1 > 77 - 78ء (11)7 -(13)66 


x 50(- 117 × 50) = 50 7‏ 13(6 
28 0 - (11350 - (130300 
إذن : الثائية (350 : 300) هي حل للمعادلة 118-50 -8 13 
نه 118+3-3001 ,| 7 .0 297/11 n=‏ 
ED pe‏ ي 001 5 [351/13-م 
نتيجة : 27م إزن | 300 < ۾ 
5-0 
التمرين ‏ 67 


عين كل الثنائيات من الأعداد الطبيعية التي تحقق | 20992 = 2 +80 2 
ل[ صا :8 بيعو 
PGCD(a ; b) = 16 E‏ 


الحسل د 67 
شكس ا ا ہت 
PGCD(;y)=1 EE b=16y‏ 
إذن : الشرط 20992 = ”ط + 22 2 يصبح 2 - ٹر 16( + x)”‏ 2(16 
أي : 2 - 2 256 + )× 20256 


أي 2 = ضر x‏ 2 


200-70 


أي :۸00890" 
أي (×- 2)41 - 2 
بما أن 0 < 2ر فإن 0 <7×- 41 إذن 41> ٹر منه 7> × 
إذن : القيم الممكنة ل × هي (6) 5 ;4; 1:2:3) 
منه الجدول التالي : 
م سيم ET‏ 89ع x‏ 
6 20 
11615 ۱403713212 41-7 
201-80 
نتيجة : الحالة الوحيدة التي يكون فيها العدد (×- 2)41 مربع تام هي تمن أجل 3< × إذن: 64 > 2ر منه 8= و 
ہما أن 1= )8 ; 6003ء۶ فإن الثنائية المطلوبة هي : 
)x (=3: 8(‏ منه (8 × 16 ;3× 16) = (ط (a:‏ 
أي )128 ; 48( = (a; b)‏ 
التمرين ‏ 68 
۾ و تا عددان طبيعيان غير معدومين . نضع d‏ = زط : PGCD)a‏ 


عين كل الثنائيات (ط :8) التي تحقق 4 35 = ”ل 5 + ط و 
٦‏ 68 


xd 


روس ای ھا 
PGCD(x;y)=1‏ 
(x d)(y d) + 5 d? = 35 4‏ ت ab+5d2=35 d‏ 
d+ 5 0‏ ور ہے 
02-04 (5+ »)ات 
۹5 ۴۲۴) ج لان 40 


b=yd 


ان (5 + ×) يقسم 35 
لکن ۷× إذن : 5<5+یر 
منه : [35; 6)7 (5 + یں 
إذن: e)5;1[‏ ك 
الحالة (1) من أجل 55-7 YE‏ زان : 2 = ا(۸ کان 
40 1(8 2);2: 0ے GY‏ 
أي ((10:5 : (10: 5))ء (a;b)‏ 
الحالة (2) من أجل 5-5 +ع إذن.: 30=رx×‏ و رےق 
منه : ((1: 30) : (2 15) ;)3 105 ;5 :5:506( e30: 2;15); G10);‏ وم 
إذن : ((1 :30 ;)2 155( ;)3 ;10( :)6;5( :5;0( :107 : 6 :)2:15 :)30 (a:b) e{(1;‏ 
خلاصة : الثنائيات ( ; 4) المطلوبة هي : 
:)5(0 :6:06 10 :)2:15 :0د م ;)0:5 مم 
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کر 
۾ و نا عددان طبيعيان غير معدومين ٠‏ 
نضع x=7a-5b‏ و y=4a-3b‏ 
1- برهن أن : زط : PGCD(|x| ; | |( - PGCD(a‏ 
2 - عين كل الثنانيات من الأعداد الطبيعية (6 :) حیث |[ 
ال-1 
1 لیکن 4 قاسم مشترك لا ۾ او 

ایم و 0ے 7 امک 2 7 

: دن‎ ٠. 
Aly 115323 Al3b s ھ٥‎ 

من |۸٠‏ قاسم مشترك تے رو لا E:‏ لی 
لیکن الآن '4 قاسم مشترك ل × ول 


Al7y اھ 22 اھ و‎ 
000 ۵ 3 
۸|4 ×» -7y 
ھ‎ |3 x- 5y 


اه a= 5 b)-7(4 a-‏ 4ھ 


0 ح- )8 3 - a‏ 4)(م 5 -» 7) 
5 - (8 :)۲۶۲۳۸۵ 


ع 


إذن : 


ےا 


^ |37 a-5b)- 5(4 a-3 b) 


b 
9 


اي 'ھ سمش ,۳ئ 
نتيجة : من (1) و (2) نستنتج أن مجموعة القواسم المشتركة ل 8 و ا هي نفسها مجموعة القواسم المشتركة ل × و لا 
إذن : PGCDK(x ; y) = PGCD(a : b)‏ 
و خاصة : (6: )2662 = PGCD(|x| ; |y|)‏ 
2 حسب السوال )1( فان( PGCD(0:;‏ = (م 3-« 4; 58 - a‏ 20007 

PGCD( a - 5 إذن : 5>-(8 0-3 4 : م‎ 

50 51801 7-58 ی اتنج 562 

7600): ; q) = 1 ھ2‎ 

إذن المساواة 1300 = (8 3-م 4)( 8 5 - © 7) تصبح : 92-1300 5)ما 5) 
أي  :‏ 2510-1300 
أي : يا 
منه : ((1 -:52 )40 -: 13 13(6 -41 )52 - :1 ©1(6 ; 4)(52 ; 13)(13 : 1:52()4))»ع (k:q)‏ 
لحل الجملة | 7-5025 ا 76-58-51-0 

: و8-5 40-3 0 4-38-50 
کے و 
وت 


المحدد : 1--20 +21 ۔ ۱ 7 


101 


"۳ 


-سلسلة هباج 


إذن : الجملة تفبل حلا وحيدا : 2 3 

2-65-1610-1516-84 للكت 2 ی 

ف 0 0 

-201- و 35+ مدع ۔ے آ4 54ا م 
جدول القيم الممكنة ل :B gy a‏ 1- 
201-359- ظ6 ]|35 2011 k 9 15k 2501 ٥155-25‏ 
0 - 0 201 _13851-۔ 0 |15 |52 |1 
Ala 13l O25 -265|_ 80| 55 5‏ 
120 0 260 |95 10 |195 |4 |13 
EO 25 755| 1040] 35 1005‏ 220ا 
10 871 0۔ |1285 0- |15- |52- |1- 
35 5۔ _|80 2651-۰ 5 _]60۔ |13 |4- 
0۔ 0- 260 - |95- 0۔ 1951 - |4- |13- 
1005 - 35 |21040 755 1 77921 


نتيجة : الثنائيات (8 ;») المطلوبة هي : 
}:375 ; 265( ; )1800 ; 1285( ;)1005 ; 755( ; )120 ;95 ; (375-; 265ء) ;)1800 -: 1285ء)) 
1005(3 -; 755 ;)120-;95-( 
التمرين ‏ 
٦‏ عدد طبيعي . نضع a=3n+4‏ و 8+11 -ط 
برهن أن 8 و حا اوليان فيما بينهما 
الل 2 
من أجل كل عدد طبيعي 8 فإن : (4 + 3b-8a=3(8n + 11(- 86 n‏ 
242-32 - 33 + م 24 = 
1= 
إذن : توجد ثنائية (8-:8(=)3;) من 2×2 تحقق 1= 84+ اين 
منه : حسب نظزایة بزو فإن آالغتدين 8 و ط أوليان فيما بينهما . 
التمرين ‏ 3 
١‏ عدد طبيعي . نضع 2+ لم 2-7 و 1+ ثم 4 دم 
برهن أن 8 و ط أوليان فيما بينهما . 
ل[ -3 
من أجل كل عدد طبيعي n‏ فإن: (1+ ?ص 7(4-)2 +1 48-76-40 
n -7‏ 8-28 + 28= 
1= 
إذن : توجد ثنائية (7-:8(>)4:») من 2×2 تحقق 1= ط8 + وم 
إذن : حسب نظرية بيزو فإن العددین 2 و تا أوليان فيما بينهما . 
70300 
n‏ عدد طبيعي غير معدوم . 
1 - عين القیم الممكنة ل )4+ PGCDEn-1;9n‏ 
2 - برهن أن إذا کان 7 =4 + 9 PGCD2n-1;‏ فإن 17 يقسم 8+„ 
3 - إستنتج قيم العدد الطبيعي × التي يكون من أجلها 17 = (4 + ه 9 :1 - م 766702 
الكل 4 
1ے لیکن ۵ (4+ھ9: 1 - ھ 2)معنم 


A 
ےم انت نت 72 وا‎ 


Agni سد رو مم ]م و‎ 
Alisn-9 Al92 n-1) Al2n-1 
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أي 17| إذن : القيم الممكنة ل ھ هي (1:17) 
2-ليكن 17-(062-1:98+4عوم 
n+4‏ 179 +4جموا 17‏ (بمعووا17 7 
و إذن: واي ہر عنه (4#مه)_-4جووا 
ls n-4 la n-10 l2 n-1‏ 
أي ع + | 17و هو المطلوب . 


3-يكون 17 - (4 + 1:98 -م )62م ناو قط إذا كان ٍ 7 يقسم 1+۳8 
وو رھ یا ہت سی 1ء (4 +م 1:9 -م م۶060 
أي : 0-1718 حيث *7 kK‏ لأن 2 عدد طبيعي . 
تحقیق : 2n-1=2(17k-8)-1=34k-17‏ 
k- 8) + 4 = 153 1-8‏ 9)17- 4 +م و 


153-68 |34k-17 341-17 اتتا‎ 1۱7۴ |17 
1361-68 4 34k 2 17k jk 


17k -17 0 
PGCD(153 k = 68 ; 34 k -17( = 17 : إذن‎ 
PGCDOn+4;2n-1)=17 : منه‎ 
رین ےق‎ 


۸ عدد طبيعي . نضع 14+ ر14+ثرددو؛ b=n+2‏ 

1 - برهن أن ١‏ قاسم لعدد 8+ 52+14 

2 - إستنتج أن ط يقسم 8 معناه ظط يقسم 6 

3- عين حسب قيم العدد 8 باقي فسمة 8 على 5 

الحصل د 5 

1 بإجراء القسمة الإقليدية كمايلي : |_n+2‏ 5+14+8 


2 
صد‎ +10n | 4+ه5‎ sp2 +14n+8=(n+2)5 1+4) : إن‎ 


منه : 2+2 قاسم ل 8+ 143+ 52 پر ڈرو 
أي : 6 قاسم ل 8+ 2+14م5 چو 
س بإجراء القسمة الإقليدية : 
© - باج رام لسم الإقايدية ي 2+ 5n + 140+14 | n‏ 
Sm +10n Sn+4‏ 
4n+14‏ 
ےہ ھ ے 4+٤ Sn+1tn+14‏ 
موا وی ا سج 6 


إذن : يكون (2 +2) قاسم ل 14 +2 14 + ”م 5 إذا و فقط إذا كان 2+2 قاسم ل 6 
أي : تا يقنم 2 معناہ 6 يقسم 6 
3 - نميز الحالات التالية : 
أ) ا يقسم 6 إذن : (1:2:3:6)ءط 
أي : 6 n+2€{1;2;3;‏ 
منه : [6)0;1;4 ١‏ لأن 2 طبيعي . 
في هذه الحالة 6 يقسم 2 إذن : باقي قسمة 2 على ا هو 0 
ب) 5 لايقسم 6 إذن : }0;1;4{ - لاع 6 
في هذه الحالة باقي ق ة 3 على ط هو كمايلي : 


3|5 |2 إقيم م أ 
6 1 |2 إباقي قسمة a‏ على | 
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مل كن 
2 عدد صحيح يختلف عن 1 

نضع 32+5-ه2 و 1۔-و-ط 

1- تحقق أن 8+ط4=3 0 

2 - أوجد قیم « حتى يكون 2 عددا صحيحا . 


ڈاے رن ن عدد طبيعي . برهن أن (5 : 760108 هو قاسم ل 8 
ثم ناقش حسب قيم ه القيم الممكنة ل (ط : م) ۲٢۵0‏ 
الحل - 6 


3b+8=3(n-1)+8 51 


=3n-3+8 
TEES 
a 


لا 


2 يكون 2 عددا صحيحا إذا و فقط إذا کان تا قاسم ل ۾ 


بإجراء القسمة الإقليدية كمايلي 

إذن : يكون باقي قسمة 3۸+5 على 2-1 معدوم ان دو 

إذا و فقط إذا کان (1-م) قاسم ل 8 ح2 
ا ES)‏ 2 تر1:2:478ء(1-یٰ 
منه : ni e23 5;90 TT‏ 

83 عدد طبيعي يختلف عن 1 
لیکن 4 قاسم مشترك أكبر ل 8 و تا 


800 80.0 
۾ إذن: إن 2 0-0999 
lb‏ 1ھ 
نتيجة : إذا کان 4 = (ط :500208 :فين . ۾|۵ 
إذن : }8 ;1;2;4{€ PGCD(a; b)‏ 


3n+5|n=1 : حسب خوارزمية إقلیدس‎ 
3n-3| 3 
8 PGCD(a ; b) = PGCD(n - 1 : 8( 


منه الحالات التالية 
أ( إذاكان ‏ 81->08-1 اي 8+1-ه PGCD(a;b)=8 jli‏ 
ب) إذا كان 4 + 81 -1-ه أي 5+ PGCD(a; b)=4 jli n= 8k‏ 
ج) إذاكان 2+ )4= 1-م أي PGCD(a;b)=2 jlji n =4k+3‏ 
د) في الحالات الأخرى : 1 > (6: 26672)8 


7 
ا 


من أجل 5 - 2 لدینا : 5+ (8)5 =۸" إذن : 4 = زط ; )0060م 

من أجل 0 لايمكن كتابة 2 من أحد الأشكال 1 +81 أو 5 +81 أو 4143 
لان : 1= PGCD(a; b)‏ 

من أجل 2-3 لدينا : 3 + (4)10 = ۸ إذن : 2= (تا ; ۾)P6CD‏ 

التمرين ک7 

8 عدد طبيعي غير معدوم . 

نصع ۸ + م = ۾ B=n+2‏ 

1- برهن أن : )8 ; PGCD(n‏ = رم PGCD(«;‏ 

2 - إستنتج القيم الممكنة ل (6 ; »)706017 

نعتبر العددين 4 و ط حيث م2+ ثم 5+ ٹور 3ےو و 4+ م8 + نم3 دم 

3 - برهن أن العدد (2 +8 3) هو قاسم مشترك للعددين ۾ و 8 

4 - إستنتج حسب قيم 2 أن (ط ; )706017 هو (2 +2 3) أو (2+ 23 

5 عن » د 8 علما أن : 41 - (ط PGCD(a;‏ 


سلسلة هباج 


قل =7 
1 - بإجراء خوارزمية إقليدس كمايلي : 
سر ھی یل ا 0 m+n |n+2‏ 
أي : )8 ; PGCD(|-n|‏ - زم PGCD(a:;‏ سس 
أي : (م :م) 610 = (6 : 600)٥‏ و هو المطلوب 
2ے لدينا (8 : ه5662 = (8 ; :)5002 منه حسب خوارزمیة إقليدس : 1 )1+2 
إذن : القيم الممكنة ل (8 : ۴6٤٣5)».‏ هي [2 : 1) كمايلي : سك 
PGCD(n ; 2).‏ = )8 ; دعوم 
إذا كان 5 زوجي فإن 2 = (2 : )5200010 
إذا كان ۸ فردي فإن 1 ->-(52001(0)8:2 
3 - نجري القسمة الإقليدية كما يلي : 
3n +5n+2n |3n+2‏ 2+هة] 3n +8n+4‏ 
3n +2n n+2 3n +2 n? nî +n‏ 
6n+4 3n +2n‏ 
2n‏ + غورد 4 6n+‏ 
0 0 
0 2+ 3) قاسم ل n‏ 2+ تم 5 +3 
تبجا 22 Ew‏ 4+م 8+ 3n‏ 
إذن : 350+2 هو قاسم مشترك ل 2+ 2م 5+ 3 و 3+85+4 
. المع م2 +م 3) عم 2 + غری+ 3n‏ 
3n +8n+4= (3n +2)(n +2) J *‏ 
n; 3 n + 8 n + 4) = (3 n +2) x PGCD(n? + n; 1 +2) : ia‏ 2+ ثم 5 + ثم PGCDG‏ 
لکن حسب السوال (2) فإن (1:2)ء )1+2 ;1 + PGCD(n?‏ 
إذن : ((2 +2 23 ;1+2 3)» (4 + م ع + 2م 3 :م 2 + ثم 5 + ثم 260203 كمايلي : 
إذا كان 5ه زوجي : (2 + 1 2)3 = (4 + 8 + ثم 3 :م 2 + ثم 5 + ثم ق۶600 
اذا كان 8 فردی :1+2 4)=3+ 8۸ n? +2n;3 n+‏ 5+ ثم PGCDG‏ 
PGCD(a; b) = 41 — 5‏ إنن : 2=41+ 3n‏ 


منه : 32>39 

او 212 

0 O I 2 داك‎ 
8=13+2=15 58 


8 عدد طبيعي . نضع 1+ 8-9 ؛ 1-ھ”9-٭ط 

1 أوجد علاقة بين 2 و ا مستقلة عن × 

2 - عین (ط ; 660108 في حالة 8 عدد زوجي ثم في خالة. 1 عدد فردي . 
3 إستنتج باقي قسمة العدد 812 على 4 في حالة: ا اعدد فردي . 

الحل - 8 

a-b=9n+1-(9n-1)=9n+1-9n+1=2_1 

نتيجة : من أجل كل 2 من 11: 2-5-2 

2 - لیکن 4 >(6: 2001008 


1 : 
انت ند يواش لے اهي مته (1:2)ع4 
47 

لیکن ۸ فردي إذن : +1:+1 2 >2 حيث ا۷ء ع1 
بل لوٹ . اوہ تی ي ]8۶2201+59 
b=18k+8 b=9(2k+1)-1‏ )4 +1 5-29 


لان : PGCD(a; b)=2‏ 
ليكن 2 زوجي إذن : 21٤‏ > م حيث 21 ء ع1 
اتد تی ٤ھ‏ 0+ 7 فردي 
9010+1-م " 1-1 5218 6 فردي 
ان : 1ھ زط معنم 
: إذااكان 2 زوجي فان 1= (تا ;)۴6€ 
إذا كان × فردي فإن ۶2 زا )0062م 
١ =3‏ عدد فردي إذن : 1+1 0-2 حيث keN‏ : 
هذه : 81 + x 81 KÎ + 4 x 81 k‏ 4= (1 +ع 4 + 814K‏ >2 
x81 kK +4 x 81 k + 80 +1‏ 4= 
K + 81 k + 20) +1‏ 4(81 = 
kK +1‏ 4= حيث 81+20 + k2‏ 1ع =! 
إذن : باقي قسمة 82 81 على 4 هو 1 من أجل م فردي . 
التمرين ‏ 9 
2 عدد طبيعي . نضع 4+ تو 7- وج ؛ 1+ م =ط 
1 - برهن أن كل قاسم مشترك للعددين ۾ و ط ا هو قاسم ل 3 
2 - إشرخ لماذا يكون 1-1 3 - n”‏ في حالة 3= PGCD(a; b)‏ 
3 - بین باستعمال فصل الحالات أن هذا غير ممكن ۔ 
4 - إستنتج (ط ; )70672 
الحل ‏ 9 
1 - لیکن .4 قاسم مشترك ل 8 و تا 


خلاصة 


81n? -81)21+1( 


ھ۸ 
0 سا ۳ إذن ۰ھ -ط 4|7 أي (4 + 7 )ب ررح )۸|7 
6اذ 7۱ھ 
منه:: . 4]31” و هو المطلوب . 

2ک 0(3 PCD);‏ فإن 3 ايقسم 6 أي : 0-31 حيث (N‏ 

عند 1د 1 و إي 3-1 - عم رھ ا 
3 - لنثبت أن من أجل كل 8 من 20 فإن خم لا يكتب من الشكل 3-1 

الحالة (1) م3 > م 

لان : ٤‏ )ص 3(3 = 2م 9= n2‏ 
الحالة (2) 1+ م 3>" 
إذن : 1-1+ 7+20 30 > ۱1+ )6+ n= (Gp +12 = 9p‏ 

الحالة (3) 2+م3=م 
ات : او OP RED‏ 7 رو مت ذم مد فد DF‏ تر وعازر وق سی 
خلاصة : في كل الحالات العدد حم لا يكتب من:الشکل 31-1 
4 - یما أن العدد 2 لا يمكن أن يكتب من 

أي العدد .3 لا يمكن أن يقم 8 
منه : 3غ (ط ; PGCD(a‏ 
أي : 001 العددين ٥(‏ و 8 أوليين فيما بينهما) 
التمرين ‏ 10 
× و لإ عددين طبيعيين غير معدومين أوليين فيما بينهما 
نضع "ےہ وا ودام 
1 - برهن أن × و 5 أوليان فيما بينهما و أن ۷ و 5 أوليان فيما بينهما 
2 - باستعمال البرهان بالخلف برهن أن 5 و م أوليان فيما بينهما 
3 - برهن أن العددين 5 و م من شفعیتین مختلفتين أحدھما زوجي و الآخر فردي 
4 - عين القواسم الموجبة للعدد 84 


ع 
ع 
ع 
ع 
E‏ 
E‏ 
E‏ 
ا 


الشكل ٠‏ 1-1 3*فإن: 241ل يمكن ان يُكتب من'الشكل .ء1 و 


سلسلة هباج 


d= P6C5)a حيث (ط:‎ ٥-4 


5 عين الأعداد الأولية فيما بينها × و لر حيث 84 -:23 
6 عين عددين طبيعيين ۾ و دا يحققان الشرطان التاليان / 


الكل 10 2 > طا و 
1 - * و ل أوليان فيما بينهما إذن حسب بيزو فإن توجد ثنائية (8 )٥:‏ من الأعداد الصحيحة 
حيث 6م ++ » <1 ا[ 
as=ax+ay o 1‏ یی ا 
ہی Bs=Bx+By yS‏ م ل 
. بطرح (2) من (1) نحصل على : ¥ »- × - رم8 +2 هن - 1-05 
آي 1-as=(B-a)y ٠‏ 
أي : 1=as+(B-o)y‏ 
إذن : توجد ثنائية (» - 8 :بم) من الأعداد الصحيحة حيث 1( - 8) +5 »=1 إذن : 5 و ل أوليان فيما بينهما . 
بطرح (3) من (1) نحصل على : ہم -عام > و6 +عر» - وم -1 
أي <(م8 -») 1-68 
آي 1=8s+(a-B)x‏ 


إذن : توجد ثنائية (6 - » ;8) من الأعداد الصحيحة حيث ×(6 -0) +05 >1 
إذن : 5و × أوليان فيما بينهما . 

خلاصة : 5 و × أوليان فيما بينهما . 

5 و ر أوليان فيما بينهما . 

2-ليكن 4 -(: 5) 2001 حيث ۸<1 


0 7 ۱ 6ك 
Alp‏ اھ 


۵| x2 + xy 
منه‎ 
Alxy 


أي +x yxy‏ تيو | ل 
أي 2× |]ھ تناقض لان 1ء (5: )206:1 
منه : العددين 5 و ص أوليان فيما بينهما . 
3 م و 58 أوليان فيما بينهما إذن : لا يمكن أن يكونا زوجيين معا : 
هل يمكن أن يكون 7 فردي و 5 فردي ؟ 
إذا كان م فردي فان × فردي و الا فردي إذن ۽ زوجي 
منه : لا يمكن أن يكون م فردي و 5 فردي . 
خلاصة : العددين 5 و م من شفعيتين مختلفتين ٠‏ 
4 قواسم 84 الموجبة هي : (84: 28::42: 14:21 19293+4:6::7:12) 
E:‏ إذن : :(4:21(5)7:12(:012:7(:)21:4) ;)3;28 ;)84 (x: e{(1;‏ 
× و ر أوليان فيما بينهما }1 :84( ;)28:3( 


نضع ]| ×24 حيث 1= (ر ۲6C5);‏ 
سی (:) 
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سلسلة هباج 


d(x +y) = 4‏ 
أي | وم 
نی 841 = (ر+ )۵ 
ي 1 1 2 
منه [=ر=× 
إذن : 24-84 أي 42=لى 
منه : 8-42 و 42 ےا 
تحقيق : 42 = (42 ; ۲6)42 
إذن : 42 =4 منه : 42 × 42 = ”ل 
التمرين ‏ 11 
من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ه نضع : ڈو + 2 CE‏ 
1 - برهن بالتراجع أن من أجل کل: ھ ,من */8 : "نمه درو 
2- تحقق أن : 1 - (1 + PGCD)k; k‏ حيث N*‏ > ع[ 
3- برهن أن من أجل N*‏ > ع1 فان : ”)1 + PGCD(S», ; S4) = )2 k‏ 
4 - عين (3+ )2 ;1+ ) PGCD2‏ من أجل N*‏ عع[ 
5 - اسب (ممرو8 ; ربرو5) 5612 من أجل k e N‏ 
6 - إستنتج حسب قیم العدد الطبيعي PGCD(Sn ; Sn) :n‏ 
ملاحظة : في هذا التمرين يمكن إستعمال النتيجة التالية : 1= زط ; PGCD(a‏ يكافئ 1= رآ۴ ; PGCD(a?‏ 
الحسل - 11 
1 - البرهان بالتراجع : لنکن الخاصية : غڑ للخ ] تی کیل جع یا 


من أجل 1 -م: وک سو 


اذ الد اة من لجل 1د 
ففرض أن : 7 ]دمي E NEE EE‏ 


EES‏ اريم يه BR:‏ نظ رعو 


KEDE +++ [P7 + + 


=+ 1 ])24( +n +1] 


=) 4 ( 


2 
2 کی = 


1 2مد ا 0 


إذن : الخاصية صحيحة من أجل 1 +2 
نتيجة : من أجل كل *[7 © 0 : آڑمتھے 
2 من أجل كل کا من * لدينا : 1 ےرم + (1+) 


إذن توج ايم (1 : 1) > (0:]0) .من الأعداد الصحيحةا 
تحقق 1> 6 + (1 + ak‏ 


2 
ديرو‎ ] 22+7 = Ok +1) :keN* لیکن‎ - 3 


k+1)2 k +22 206+ 1)(2 k + 07‏ | ا 


2 32 


PGCD(Sx ; (جووڈ‎ = 200022 k + 1) ; (k + 12 k + 15 : إذن‎ 
= (2k + 1) PGCD(K? ; (k + 1)%) 
PGCD(k ; k +1)=1 لأن‎ = (2k + 1) PGCD(k ; k + 1) 
= (2k +1) 


4 بإجراء القسمة الإقليدية : 2k+3|2k+1‏ 
(2062)21+1:2 - (1 +1 3:2 +ع 600)2م 11٦1‏ 2 


لکن من أجل کل k‏ .من N‏ :اق (61-ما 2)ٴ فردي ؟ 5 

PGCD(2 k +1; 2)=1 : إذن‎ 

PGCD2k+3;2k+1)=1 : منه‎ 

Saxe = (k +1)(2 k + 1) ہے‎ 
224 8 206+ + 

[CDE _ [A DEE DFP وروی ہے‎ 


PGCD(S2k+1 ; Sax+2) = PGCD((k + 1(2 k + 1); (k + 1)(2 k + 3)) : إذن‎ 


2 = (+ 12 k+ تر‎ 


= (K+ ضر‎ PGCD(2 k + 1; 2k+3)) 
PGCD2k+1;2k +3) =1 لأن‎ = (k + 12 
: نميز حالتین‎ - 6 
PGCD(S? : جو5) 5002 = ( بوڈ‎ : S2«+1) > )2 kK + 1)” = (¬ +1) الأولى : × زوجي إذن : 21 >8 من‎ 


الثانية : " فردي إذن : 1 + )2= ۸ مده( لبك ) = 1 + Saxe) = (k‏ : بمرو) 500 = (ربرة ; PGCD(S,‏ 
التمرين 12 
1 عدد طبيعي غير معدوم . 
نسمي (:) مجموعة الأعداد الطبيعية التي تكتب من الشكل ”4 +9 حيث */2 © ۾ 
لتكن المعادلة "2 = تو + 9 .....(1) ذات المجهول 2 حيث ١‏ عدد طبيعي أكبر من 3 . 
1 برهن أن إذا كان a‏ حلا للمعادلة (1) فإن 8 فردي . 
2 باستعمال القسمة على 4 برهن أن المعادلة (1) لا تقبل حلا . 
لتكن المعادلة ”3 = ”و + 9 .....(11) ذات المجهول ۾ حيث ١‏ عدد طبيعي أكبر من 2 
3 - برهن بالتراجع أن من أجل كل ١‏ من N*‏ : 3-1 يقبل القسمة على 4 
4 - إستنتج بواقي القسمة الإقليدية ل "32 و 3 على 4 
5 برهن أن إذا کان ۾ حلا للمعادلة (11) فإن 2 زوجي و إستنتج أن 2 زوجي . 
6 حلل العدد 4 - 3 ثم إستنتج أن المعادلة  )11(‏ لا تقبل خلا 
لتكن المعادلة "5 -2ه + 9 .....(111) ذات المجهول ۾ و 8 عدد طبيعي أكبر من 1 
7 - باستعمال القسمة على 3 برهن أن إذا كان ¬ فردي فإن المعادلة (111) لا تقبل حلا + 
8 - في حالة 8 زوجي برهن أن يوجد عدد طبيعي وحيد ۾ حيث يكون العدد 22 +9 من قوى العددا 5 
الحسل - 12 
1 لیکن ٤‏ حل للمعادلة (1) إذن : "و ے تو +9 
منه: 4 لہ 9 

إذا كان 4 زوجي نضع 21 >2 حيث 31 ع k‏ 

سیت 1020 022920 

أي 9-25-2 
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منه : حسب بيزو فان 1 K(=‏ :1 +01 20612 2 


۷۷ا۸8 


سلسلة هباج 


أي ()2-'"2)2= 9 تناقض لأن 21 الاايقسم ‏ 9 
نتيجة : 8 ليس زوجي 
إذن : إذا كان 8 حل للمعادلة (1) فإن ٤‏ فردي 
2 - ليكن 8ا حل للمعادلة 1 إذن : 1+1 2-2 حيث /3 ع1 
المعادلة (1) تكافئ "21+1(2-2)+9 
تکافئ "2= 1+ )4+ 4k?‏ +9 
تكافئ "2= K+ 4k‏ 10+4 
تکافئ 12-41 25-4 10 
تكافئ:. ,1 تج - 40272 - 10 تناقض لان ,4 الا يقسم 10 
نتيجة : 1+ ٥-21‏ لا يمكن أن يكون حلا للمعادلة (1) 
خلاصة : المعادلة (1) لا تقبل حلولا . 
3 - البرهان بالتراجع : من أجل 2< : 37-1 مضاعف 4 
مق أجل 29 :7 728 ک رظ 12729 توغ 320(1 
بما أن 182 × 728-4 فإن الخاصية صحیحة من أجل 1-3 
نفرض أن 3-1 مضاعف 4 من أجل :3 < و أي )4= 1> 20و 
da‏ :3211ب مص اع Ha‏ 3 
32-1 3 =1 _ 200و 
1= 32 9= 
کو "3 × 8= 
) 4 + "3 × 8 = حسب فرضية التراجع )4= 3-1 
و + 3 x‏ 4(2 = 
=4k'‏ 
منه الخاصية صحيحة من أجل 1 +1 
نتیجة من راجل كل 2جو فان ل377 مضباعف, 4 
4 )4= 3-1 إذن : 1+ )4= "3 منه باقي قسمة ”3 على 4 هو 1 
37 × 3= 3 ہین (1+ع321-3)41 لان 1+ )4= تو 
منه: 3+)12= تو 
أي : ٠‏ 3+ )4= "3 حيث ۶31 
إذن : باقی قسمة 3257 على 4 هو 3 
5 لیکن 8 حل للمعادلة (11) 
إذا كان 8 فردي نضع 1+ 21 -2 حیث N‏ ع k‏ 
المعادلة (11) تكافئ : "3 = )1 + k‏ 2( +9 
تكافئ "3= 4k? +4k+1‏ +9 
تكافئ "3 k=‏ 4 + 42 +10 
4K +4k=4q +1 j‏ +10 إذا كان 8 زوجي . 
3+ 4= )4+ )4 +10 إذا کان 8 فردي.. 
تكافئ ره =K‏ 4)0 =9 اتلك n‏ زوجي ٠‏ 
10 - ا - )4 - 7 بإذاكان 1 فردي . 
لکن 4 لا قشم ,9ء وب42 لن می7 
إذن : تناقض 
منه : 2. ليس فردي 
نتيجة : إذا كان 8 حل للمعادلة (11) فإن 4 زوجي . 
في هذه الحالة »1 2 >2 
إذن : المعادلة تكافئ "3= 4K?‏ +و 
تکافی ۷ ئَ ۰+08 ٳذا کان . 8 زوجي . 
3+ 4= 9+4 اذا كان م فردي . 
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تكافئ 7 -K)‏ 4= 8 إذا كان 8 زوجي ٠‏ 
(4)0-1 - 6 إذا كان 8 فردي . 
لکن 4 لا يقسم 6 إذن : ١‏ ليس فردي 
منه : 11 زوجي 
(3-a) +a) 6‏ = تج - ”3 
لیکن 3 حل للمعادلة (11) حيث م27 >2 (70م) 
المعادلة (11) تكافئ 9-322-2 
تكافئ (و + 3۶)(و ۔ "3) = 9 


1 یا 
تكافئ ٣‏ 2م لان ۶۵م 


3" +a=9 
2735310112 
22 5 
5 تكافئ 0 تناقض . لان 3 لايقسم‎ 
a=9-3 


نتيجة : المعادلة (11) لا تقبل حلولا 
8 لیکن 1 فردی إذن : 21+71 -2 عیٹ N*‏ ع1 لان 1<2 
المعادلة (111) تکافئ "**5 = ”۾ + 9 
تكافئ تج - 2۴ =9 تناقض لان 2ج !5 لا یقبل القسمة :على 3 
إذن : إذا كان 2 فردي فإن المعادلة (111) لا تقبل حلا 
8 - لیکن 2 زوجي حیث )2= ۸ 
المعادلة (111) تكافئ “52 = نع + و 
تکافی (ه+“5)(ج-*5) = 9 


نتيجة : المعادلة "5 = + 9 تقبل حلا وحيدا /4.-2 


إذن : يوجد عدد طبيعي وحيد 4 حيث يكون 227 +9 من قوی العدد 5 


13  نيرمتلا‎ 

۾ عدد طبيعي أكبر تماما من 1 و ع1 عدد طبيعي كيفي . 

1 أثبت أن إذا كان ل قاسم للعددين (1 - “2) و 1 - ٣و‏ فان ل قاسم للعدد (8")8-1 
2 أعط القيم الممكنة ل (1 -“4 ز - 4“*7) 2001 


تعتبر المتتالية 27 0>-مون ؛ 1= uı‏ 

کر مع وی تک روس ا لک را 
3 تحقق أن العددین دا و ون أوليان فيما بينهما . 

4 برهن أن من أجل كل عدد طبيعي ى : 1 + ونا 4 > 41م 

5 برهن أن من اجل کل عدد طبيعي 2 : ۾ن هو عدد طبيعي 

PGCD(un ; U,+ı) عين‎ - 6 

نعتبر المتتالية (,۷) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي ۸ ب ل + vexu‏ 


7 برهن أن (,۷) متتالية هندسية ثم أحسب مدنا بدلالة م 
8 - إستنتج (46-1 ; 1- PGCD(4*"‏ 


۱۱۸۸۱۱۱۱۵۱۱۵۱ 


"۳" ٘ٗ ۰۱00 4 


الحل ‏ 13 
1ت لیکن 4. قاضم للعددین 1 ۔ a‏ و ]۔ اگج 
لان : ل قاسم ل (1 -6ه)- (1- ای 

منه :- ل :قاسم کے کو ۔ ا گج 
أي ٤:‏ قاسم لك. (1 = و)٭و 


2-ليكن م > رز ڈو 1م وموم 


1 ۔ ا A|‏ 
إذن ؛ ا KZA ak‏ إد 
l1‏ 1-4-1 4 


أي عو _ 4*۳ اھ 

أي (1- 4)۵ ]ھ 

أي ۴ x‏ ۸|3 
نتيجة : القیم الممكنة ل (1 - 4۴ : 1- 4۳۰۱) 2000 هي قواسم العدد “4 × 3 
23 05 - 5ے یں 4- إن 5= 


1ھ (4)1- (5)5 = إن 4 - ون 5= ين 
1= (21; 6)5 إذن : دنا و دنا أوليان فیما بينهما . 
4 - البرهان بالتراجع عن الخاصية :۴1۰ ,نا 4 > ربن 
من أجل 0>م8: 1+(4)0= 1= إن 
إذن : 1 + من 4 > رتا 
منه الخاصية صحيحة من أجل 0 >1 
من أجل 1>-م8: 1+(5-4)1- ين 
دن 5 1+ رن 4 > ينا 
منه الخاصية صحيحة من أجل 1 >1 
نفرض أن : 1 + هلا 4 > ملا من أجل 1 < کم 
هل 1+ إجونا 4 > يبونا ؟ 
لدينا : منا 4 - رجونا 5 = يبونا NEE‏ 
لکن حسب فرضية التراجع : 1 + ,نا 4 > ہلا مه 1 - رہل > ونا 4 
منه : المساواة (1) تصبع : (1 - /ممنا) ہلا 5 = يبونا 
أي : 1 + Un+ı‏ 4 > يبونا 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 1 +72 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي : 1+ منا4 - عم 
5 - البرهان بالتراجع عن الخاصية : ونا عدد طبيعي 
من أجل 0ھ 4 2-1 ؛ 2-2 الخاصية محققة لان نا ؛ تا ؛ دن أعداد طبيعية 
نفرض أن ملا عدد طبيعي من أجل 2< 
هل إ+ونا عدد طبيعي ؟ 
xu, © N : ji! un e N‏ 4 
منه : (4u, + 1) € N‏ أي €N‏ ہبی 
أي الخاصية صحيحة من أجل 1+ م 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي ۸ فإن ملا عدد طبيعي . 
6 - حسب السؤال (4) فإن من أجل كل عدد طبيعي ۸ : 1 + و 4 > يبنا 
منه 1 > Un+ı - 4 Un‏ 
إذن : توجد ثنائية (4-:1) = (8 : 6) من الأعداد الصحيحة حيث 1 = ونا 8 + بون © 
إذن : حسب بيزو فإن 1+ولا و ملا أوليان فيما بينهما 
أي 1 > PGCD(un+ı ; Un)‏ 


1 
ب + رجملا > ہجو 


3 
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4 + += 
مت 
يي 
=4(u + 4)‏ 
ولا 4= 
إذن : (م۷) متتالية هندسية أساسها ۱4 و حدها الأول له - v=o +k‏ 
7 0۳ عو 
E J as‏ 
أي : 4 == ل n+‏ 
ي )4( ا 
منه : La‏ = 
اف (1- "4م لل - من 
8 حسب السؤال (7) فإن : 
لیک = u‏ جح 
للك ال ے سر 4۴۱-1 = ربينا 3 
ان : 0ن 3 : رص 56003 - (1 - ۴ 1 الم معوم 
Uk)‏ ; ربر600)0 3 = 
3= لان 1= ۲۳٢۵۷۸۷ ; u)‏ 
التمرين ‏ 14 
نقول عن العدد الطبيعي م أنه أولي إذا وفقط إذا قبل قاسمين بالضبط هما 1 و 7 
نعتبر في المجموعة ”۸ المعادلة ”م = 2+ 7× ذت المجھولین الطبيعيين × و ر حيث م عدد طبيعي أولي 


1 - نضع 2= م بين أن المعادلة (1) لا تقبل حلولا فی ٢۴‏ ×× 

نفرض أن 2 م و (2:3) حل للمعادلة رڈ) 

2 برهن أن العددين × و ر أحدهما زوجي و الآخر فردي . 

3 برهن أن م لايقسم × و لايقسم ۶ء 

4- برهن أن 2 : ۶60007 يقسم 2م 

5 - إستنتج أن العددين × و ر أوليان فيما بينهما . 

نفرض أن م هو مجموع مربعين تامين غير معدومين أي 72+ ”ن = م حیث نا و 7 عددين طبيعيين غير معدومين 

6 تحقق أن الثنائية (۷ ن 2 ; |۷ - ”ن |) حل للمعادلة ‏ (8) 

7 - أعط حلا للمعادلة (۴) من أجل 5 - م ثم في حالة 13=م 

قل 14 

1 من أجل 2= م المعادلة (ا) تكافئ 4= x+y‏ 
تكافئ وٹ 


منه : 1>2 

أي : 1 > ئ لان لإ غير معدوم . 

لکن من أجل 1= لر نحصل على : 2-3 إذن : لاا يوجد × من N*‏ يحقق المعادلة 
ققيجة : المعادلة (تا) لا تقبل حلولا في N*‏ × *71 من أجل 2 - م 
2 إذا کان (:») حلا للمعادلة (58) فان =p”‏ ”ر + × 

لدينا 8 فردي لان (م أولي و 2 م) إنن: ”م فردي 

إذا كان × زوجي و ر زوجي فان × زوجي و ”ر زوجي أي ”+× زوجي . تناقض 


بل مك000 


-سلسلة هباج 
کے 1 5 ا e: 1 E:‏ ا 
إذا كان × كردي و لآ فردي فان × فردي و ”ر فردي أي 2+ × زوجي . تناقض 
نتيجة : إذا كان ((:×) حلا للمعادلة (8) فإن × و ل أحدهما زوجي و الآخر فردي 
3- لنفرض أن م يقسم × (0 کرج) 
إذن : يوجد عدد طبيعي 09 حيث »م =» منه 02 7ے ٹر 
إذن : المعادلة (8) تكافئ م = ر + p7 o‏ 
تكافي y= pp o‏ 
تكافي ضف مخ ضر 
تكافي (» + 0()1 - 21م = ر 
ین 0< ر لذن 1:207 
آي a<1‏ 
أي 0= 
منه 0= × تناقض . إذن : م لايقسم × 
لنفرض الآن أن م يقسم لإ (0 کروی 
إذن : يوجد عدد طبيعي .0 حيث © ص = ل منه تو م = 2ر 
إذن : المعادلة (8) تكافئ 2م = تن x2 + p‏ 
: تكافي ڈو -۔ 201ر = 2× 
تكافي (© +1)(ہ - 7)1 = تر 
إن :0 <ج۔ 1 بن و ضر 
إذن :1> 
منه 0-0 أي ٣۰۵‏ تناقض إذن :م لایقیم لر 
نتيجة : إذا كان (:*) حلا للمعادلة (8) فان م لايقسم × والالقسم ر 
4-ليكن PGCD)»;y)=۸‏ 


تراد 
3 إذن1:. روج 2 |4 . منه: ماك و هو المطلوب 
2 
3 


5 حسب السؤال (4) فإن (2: )5000 يقسم 2م 
ان : PGCD(G? ; y2) € {1 ; p ; p7}‏ لان م اولي إذن قواسم “م هي (2م: م: 1) 


لکن م لا يقسم × و لا يقسم الإ 
إذن : م لايقسم × ولایقسم 2و 
منه : مع خر 5000 و ٹرسرتر تممعوم 
أي : PGCD(2;Y)=1‏ 
منه : PGCD(x;y)=1‏ 
أي : × و ل أوليان فيما بينهما . 
6 - لیکن ۷ + 2ن - م حيث. 17< در إذن : 202-12 | 
لدینا : ۷ 4 + كدج تب شنا 2 - كنا - 2( 2) + 2 
“+ تاشن 2 + کن = 


0 
کٹ 

إذن : الثنائية (0۷ 2: |72- 2نا]) حل للمعادلة (8) 

7 - سن لجل 5 م لديا 3-9 +47( 
زی = 


إذن : (4:3) حل للمعادلة رق 
من أجل 13 = ص سینا  :‏ 5(2-144+25) + 12(2) 
169 = 
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E 
)8( إذن : (5: 12) حل للمعادلة‎ 
15  نيرمتلا‎ 
: ۸ لتكن (م×) و (مل) متتاليتين معرفتين ب 0-1< ؛ 30-8 و من أجل كل عدد طبيعي‎ 
نی ا‎ 
ہر‎ E5 


في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد (ل :1 : 0) نعتبر المستقيم (4) ذو المعادلة 0 - 3+ ×-×5 
1 - برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي ¬ فإن النقطة (مل : ,×),1/ تنتمي إلى المستقيم (4) 
2 إستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي × : 2 + م< 4 = اجو 

3 - برهن أن من أجل كل عدد طبيعي م فإن 1 © ملا 
4 إستنتج أن N‏ © ملق 

128060012), : ya) = 0 نضع‎ 

5 ما هي القيم الممكنة ل ل 

6 برهن بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي ١‏ : 


7 إستنتج أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
الحل د 15 
1 - لتكن الخاصية : من أجل كل 1 من 71 : النقطة (مل : 1/1700 تن 
من أجل 0 >م: 1=× ؛ 8= J0‏ 
3-0++3--3+(8)-(5)1 إذن : (21000:0 تد 


E سرت‎ 


م: 2-"4 × 5 مضاعف 6 
تنتمي إلى (ھ) 


تنتمي إلى (۵) 
من أجل 1 >2 
3 - 5+ رق + ر۵0 = yı‏ 
0= 33-33 = 3 + (33) -(5)6 إذن : 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 0 n=‏ و 2-1 


نفرض أن النقطة (ملإ : :)2/1 تنتمي إلى (4) 
هل النقطة (ربراز ; Man+ı(Xn+1‏ تنتمي إلى (۵) ؟ 


3+ (ك جور 4ك +ودلك) -)1+ yn‏ 1 


( : 210:1 تنتمي إلى (4) 


امن جك .1-1 


x, +‏ )5 =3 + ببولا- د5 


و سپ 5+ yy‏ + ,قد = 
3 و SKE‏ = 


0= لأن Mn(%n; Yn)‏ تد 
منه : الخاصية صحيحة من أجل 1 +2 
خلاصة : من أجل كل عدد طبيعي 2 فإن النقطة (م/ :2/170 تنتمي إلى (4) 


2 - (اجولآ : ر+۴) ,۷( تنتمي إلى (4) إذن : 0 > 3+ ربولا - ربوا 5 
منه : 3+ تم !5 > يبول 
لکن : 5+ x + Ê ya‏ 20 = مور 
منه : 5+ رر گ + × 20 - 3+ وی5 
أي نر 2 - ربورة وہ سا0 
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تنتمي إلى (4) 


سلسلة هباج 


من جهة أخرى لدينا 0 3+ ہر-مد5 
إذن : 13 


۱ منه المساواة (1) تصبح : 6.2 خوك = xe‏ 5 


5 xı = 2Û xq لك‎ + 8+2 72 
5 xı = (٥ : أي‎ 
5 ربو‎ = 20 xq + 0 أي.:‎ 

نه : 2+ 4 = بجنا 


3 لتكن الخاصية من أجل كل عدد طبيعي 232 xn e‏ (بالتراجع) 
من أجل 0< الخاصية محققة لان 1(٣‏ و 1> ور 
من أجل 1 ١=‏ الخاصية محققة لأن 1( > 6 و 6- نر 
نفرض أن N‏ © م« من أجل 1 < م 
هل N‏ 6 ×<؟ 
لدينا : N‏ < م إنن : x € N‏ 4 

منه : N‏ ع 2+ ×4 

أي N‏ € يبود 

منه : الخاصية صحيحة من أجل 1 +12 
نتیجة : من أجل كل عدد طبيعي n‏ فان N‏ ء مد 

4 د لدينا :0 = 3+ وو 5X‏ إذن .»> 3 +م< 5= ول 

منه : yn € N‏ لان (/2 © م6 
5 - لیکن 4 = (ملا: :)200 


8ق 01 
0 إذن : 5 إن آلاے× و٥‏ 


dyn 
5× = لکن 0= 3+ مر‎ 
5× -3 أي‎ 
منه : و.|ك‎ 


اي , , 4 
إذن : القیم الممكنة ل 4 هي (1:3) 


000907 "م پر کے سید (بالتراجع) 
من أجل 2-0 : 1= × 


ےت ا ا ھن 
٤4717‏ لے 2 د كع 9ی کے الخاصی ن أجل 0 - 
کت 5 39 منه الخاصية صحيحة من أجل 1 
- 15 کی اها رج ال التعفلية تة من اکل بكم 
ہر کے کر × کے = KG‏ 
7 گے ۔ ار پر کے = x‏ 


لدينا حسب السؤال (2) : 2+×4ع بي 


901111 
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70 ۰۰ ھ, 


أي : ج سوب بت 3 کک 


منه : الخاصية صحيحة من أجل 1+ ۸ 


گن می اجك كل ا من ]2 + “م » کد × 


7 - لدینا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ فإن : 4-27 × 15 = کو × کے = م 
ہما أن N‏ © م× فان العدد 2 -"4 × 5 مضاعف 3 
من جهة آخری (1- 2"1 × 2)5 - و _ "2 × 5= 2= 45 ×5 إذن : [2 - "4 ×5 مضاعف 2 (۸۶0) 


سی . 544-2١‏ مضاعف 3 

کس بضاغ 2 

ا 4-2 ×5 مضاعف 6 من أجل 0ھ 

حذار:! من أجل ,0ت بور فان 2<3 4 5 ان :22 34 لس حا 6 

التمرين :16 

1 × عدد طبيعي . برهن أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ءا : 
+x +x +... 252-22-1‏ 1101 -) 

2 - 4 و 8« عددان طبيعيان غير معدومان حیث 4 يقسم 1" 

برهن أن من أجل كل عدد طبيعي و أكبر تماما من 1 العدد 80-1 يقسنم العدد 1 - ”2 

3 إستنتج أن العدد 1 -22019 يقبل القسمة على 7 ثم على 63 ثم على 9 

4 عين )60 ; 5000063 


5- بین أن : 1 _ تو = (1- 4°)-(1- (a‏ 
6 برهن ان : 1= -1;a°-1)=4‏ كن 6م 
| 7 إستنتج قيمة )1-2° PGCD2F-1;‏ 
الحل ‏ 16 
امن أجل 0 ین 1-= 1 -0 = (1()1 -0) إذن الخاصية محققة. 
من أجل 1 =× فان:: 0= 1- 1 = (1()1 - ×) إذن الخاصية محققة. 
من أجل 1< × فان : را کا + («-1(1+x+x2‏ 


1 “برد لان + ........ + »+ عر +1 هو مجموع ) حد من حدود 
 .'‏ -متتالية هندسية آساسھا: × و خدها الأول 1 


أي : ہے کو (ا×لی + ا الاو G-D AF‏ 

نه : 1 !و يقسم 85-1 ان: eN‏ ال ...+ (+a‏ 

اة : من أجل كل غداطیی غير مسوم فان | 1 ۳0+ 0000 +9 * 

3 لديا : ° 7= 21 

نضع 4-3 و 8-2010 و 4=2 

إذن : 4 يقسم ١‏ لان 3 يقسم 2010 

منه : - 217 4 ايقسم 3-1 

اي پت 1 1 a2010‏ 

أي 2-1 ق 1_ 22010 

أي 7 يقسم 2-1 و هو المطلوب 

من جهة أخرى لدينا : 26-1-63 

نضع 6 و n=2010‏ و a=2‏ 

إذن : 4 يقسم م لان 6 يقسم 2010 3 
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"' ۹:٦ 

اي 1 بعد 17- و 

أي 6 يعم 2-1 و هو المطلو 
نتيجة : 63 يقسم 2291-1 و 63=7×9 

إن 9-7 يقم 2200-1 


4 - حسب خوارزمية إقليدس : 603 60| 63 
إذن : 3 -(60: 63)معوم 02 ا 
27 ٭و + گو- 1 - کو - تو( ”كم رر ۔ کی 


1 - تع :و هو المطلوب . 
6 - یکن _ 1)=۸-1;4°- PGCD(aF‏ 


۔ Ala‏ ۔ کو اھ 
۳ 1- گو| ل a81‏ أي (1- یھ ر_ کو۸ 
1 کو اھ (1 - Ala‏ 
آي A ES A-1‏ 
1 |1 - ثق لان 3 يقسم 60 
ن جهة أخرى : لدينا حسب السؤال (2) : 
من جهة آخری اين جا 1| ان 35 أيقسم 63 


نتيجة ٠:‏ توافت ومر |1 له ئن ٠:‏ توم 
ان : )1-^4 ;1= A= PGCD(a‏ 
أي : PGCD(a-1;a%-1)=a—1‏ 

7 بوضع 2 >8 فإن : -127- تو > 29-1 PGCD(2 F-1;‏ 


سلسلة هباج 
[ التستقيمات و التستويات فق القضناء ع 


المستقيمات في الفضاء 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس .((1) مستقيم من الفضاء يشمل النقطة (م2 : ۸ل : A۸)×4‏ 


a 
و | تا إلا شعاع توجیه له‎ 

8 5-2-7 
(2 :لز : )24 نقطة من ((1) إذا و فقط إذا وجد عدد حقيقي ٢‏ حيث : AM =u‏ 


06 0 X-xa=ta 
AM|y-ya|_ آي : 5= وار ان‎ 
2-2 2= € 


8+ عع 
منه ت6ا +۸ “<4۷۲ هذه الجملة تسمى تمثيلا وسيطيا للمستقيم ((1) 
چ ا GA‏ 


تقاطع المستقیمات و المستویات : 
(0) و (8) مستويان حيث تا و 7 شعاعان ناظميان لهما على الترتيب 
(5) و (5) مستقيمان شعاعا توجيههماعلى الترتيب ال و 73 
الأوضاع النسبية الممكنة للمستقيمين (0) و ('0) هي : 
الحالة الأولى  :‏ (تا) و ((1) من مستويين مختلفين 
إذن : (0) و (5) لا يتقاطعان . 
الحالة الثانية : ((1) و ((1) من نفس المستوي إذن : 
إما ((1) و ((1) يتقاطعان في نقطة وحيدة 
أو (0) و (0) متوازيان تماما . (لا يتقاطعان) 
أو ((1) و (0) متطابقان إذن تقاطعهما هو المستقيم (0) نفسه . 
الأوضاع النسبية الممكنة لمستقيم (1) و مستوي (۲۶) هي كما يلي : 
الحالة الأولى : ((1) محتوا في المستوي (2) 
الحالة الثانية : ((1) يقطع (7) في نقطة وحيدة 
الحالة الثالثة : (5) يوازي (۶) إذن لا يقطعه . 
الانشاء : 


رون E‏ تس بے 


(P) جتۓ۔'‎ 


(0) محتوا في (۲) (0) يوازي (أ) 


نشاط : 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (15 :75 0) 

1 أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم (۸) حيث (3-:4)2:21 ؛ (8)11-11:0 
2 هل النقطة (2 : 3: ٥)1‏ تنتمي إلى المستقيم (۸8) ؟ 

الحسل : 


BERA‏ اك 
1- إهلا- y8‏ اھ اإذن : | 3- |۸8 هو تج بوجيه المستقيم, )۸A8(‏ 
ZB — ZA‏ 5 
2-2714 
مته : 2-314 2ل[ هو تمثيل وسيطي للمستقيم (۸8) حیث +1 © † 
ا 3--2 
2 - من أجل (2 ;3 ;5)1 (2: ¥ ۴) آتحضل على : 
t= r:‏ 
NIS 2‏ تناقض إذن (2 : 3 ; ٥)1‏ لا تنتمي إلى المستقيم (۸8) 
t= 3 3 2-2-3 +1‏ 3 
تطبيق : 2 5 
٠ )02( ٠ )0:(‏ (043) مستقيمات من الفضاء ممثلة وسيطيا بالجمل التالية على الترتیب : 


x=-2+5t 
))3,( (تمثيل‎ + ٤ 18 حيث‎ y= -1-t 
z2=3+4t 
لے پا‎ 
))02( ر 4 حیث 1188ء » (تمثيل‎ =4 +3 
ژن- 5 ےج‎ 
او ہے‎ 0 
))03( مد 8ء 2 (تمثيل‎ ۸ 
7-7 
المطلوب : أدرس الوضعية النسبية ل (,4) و (ي4) ثم (,4) و (دك)‎ 
: الحسل‎ 
(وةء) و (:0) هي على الترتيب‎ ٠ لدينا أشعة توجيه المستقيمات (رء)‎ 


2 ان ا 
1۔01 0 3 |7 ٤‏ ۳۱3 
شا 
الوضعية النسبية !-. )4,١‏ و (مة) 
لدينا دق پل اذ عق 3 د ملين خط 
[إما (ر۵) و (02) يتقاطعان في نقطة وحيدة 
سم أو (41)- و-(02)- ينتميان إلى مستویین مختلفين 
نحل الجملة : l= ceases‏ 2ع 245 - 
٥‏ 3 +24 ڑے 1 
3+46-5-0 
(1) تكافئ 21+2-51ن 
تكافئ a=3-5t‏ 
باتتريض فی ر( تحمل على زد 47236-50 جح 1ا 
أي : 71 ايحم وا 


و سی و و ےچ سن 
هل المعادلة (3) محققة ؟ بالتعویض في المعادلة (3) نحصل على : 
(2-)-3+4)1(=5 أي 7 - 7 منه المعادلة ( محققة ': 
نتيجة : (ر۵) و (02) يتقاطعان في نقطة وحيدة (2 : (: ))۸ حيث 


1-2-3 حي 
y4 302(2‏ أي })7 ;2-; {A(3‏ = (وة) (dı)‏ 
7 -و2 
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الوضعية النسبية ل (01) و (43) : 


لدينا : د إذن 1515 .و 19 مستقیلین خطيل8 
0 إما (ر٥)‏ و (دل) يتقاطعان في نقطة وحيدة 
أو (01) و (03) ينتميان إلى مستويين مختلفين 


نحل الجملة : -2+5t=-7+71.‏ 
١ -1-=-3 .‏ 
3+4t=21.‏ 
(2) ٹکافی S13‏ >0 
بالتعویض في (1) نجد : 71 +7-=(2+51+31- 
أي (7+7--(7+15۔ 


أي 2-0 منه: 1--(62-1+3)00 


هل المعادلة (3) محققة ؟ بالتعويض في المعادلة (3) نحصل على : 
(20 -(41 +3 أي 1=0- 
منه المعادلة (3) ليست محققة . 
نتيجة : الجملة (1) لا تقبل حلولا 
منه : (/0) و (03) ینتمیان إلى مستويين مختلفين فھما إذن : لا يتقاطعان . 
الأوضاع النسبية لمستويين 


رو 
7-2 
: عات ن سیون مستويان متوازیان تماما 
مستویان متقاطعان في (0) انا لا يتقاطعان 


خلاصة : المستقيم في الفضاء معرف بجملة معادلتين ديكارتيتين لمستويين متقاطعين ٠‏ 
الأوضاع النسبية لثلاث مستويات من الفضاء 

الحالة (1) کل المستويات متوازية مثنى مثنى ٠‏ 

إذن : التقاطع مجموعة خالية 


0 (2) مستويان متوازيان و قاطع لهما 
: التقاطع مجموعة خالية 


الحالة (3) مستويين متقاطعين و قاطع لهما ٠‏ 
المستويات الثلاثة تتقاطع في النقطة ۸ من المستقيم (0) 


الحالة (4) مستویان متقاطعان و مستوي يوازي قاطعهما . 
التقاطع مجموعة خالية . الحالة (0)” 
الحالة (5) المستويات تتقاطع في مستقيم . 
المستويات تتقاطع في المستقیم (10) 
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تطبيق : في الفضاء المنسوب إلى معلم نعتبر المستويات ٠ )۴2(  )8(‏ (83) التي معادلاتها الديكارتية على الترتيب 

4x-2y-4z-5=0 + +x+4ay+tz-3=0 + 2x-y-2z-1=0 
أدرس الوضعية النسبية ل (,2) و (22) ثم (,۴) و رق‎ 1 
: الحسل‎ 
من المعادلات الديكارتية الثلاث نستنتج الأشعة الناظمية للمستويات (,۴) ؛ (۴2) و (وط) على الترتيب‎ 

4 -1 

m4 ù‏ ؛ 2-| ا 
1 4- 


2 
5 
2- 
منه النتائج التالية : 
وضعية (51) بالنسبة إلى (22) 
گے منة “ رثا ولا ليسا مرتبظينَ خطيا : 
إذن : (۶۱) و (۴2) ليسا متوازيان 
اي  )6(‏ و (۶2) يتقاطعان في مستقيم (0) ذو التمثيل الوسيطي التالي : 
282-10 ۃتدہر-273 ° 2x=y=22=1=0.......‏ 
00 5280122-6-000 


-x+4y +2=3=0 


بجمع (1) :و (2) نحصل على 7-7-0 
بالتعويض في (1) نجصل على : 1-27-1=0-×2 أي: 2-1=0-× 
أي ٦٣‏ تس 


نتيجة : (۴) و (:0) يتقاظعان في المستقیم (7) الذي تمثيله الوسيطي : 


أي 1=ر 


x=z+1 x=t+1 
{ER ئل أو 1لا غیت آ‎ >1 
2618 ا‎ 


وضعیة (۲۱) بالنسبة إلى (وط) 
1 = لت = > إذن : الفتنتويان ((0) و (و2). متوازيان 

إذن : إما (:ط) و (۴2) متطابقان أو منفصلان 

ہما أن المعادلتین 0= 7-1 2-3-2 و 0= 2-5 y-4‏ 2- ×4 ليست متكافتتان 
رو فإن المستویان منفصلان 


10 


سلسلة هباج 
تحت 
نتيجة : (:2) و (و2) متوازیان تماما لا يتقاطعان 
نشاط : 


في الفضاء المنسوب إلى معلم نعتبر المستويات (,) ٠‏ (:©) و () التي معادلاتها الديكارتية على الترتيب : 
2x-y+2z-1=0 yg 2x+y+3=0 + 4x+y+z+10=0‏ 

أدرس تقاطع المستويات (:,0) ٭ (۴2) ٠۰‏ (و۶) 

الحسل : 


كة بین المستويات (۶1) ٠‏ (و۴) و (۴) فإن احداثياتها تحقق الجملة 


إذا وجدت نقطة z(‏ ; لز ×)4 من الفضاء مشتر: 
ات 4x+y+z+10=0.‏ 
6 


2x+y+3=0.... 


F221 =0 <. .6(‏ وت ڑ2 
بجمع (1) و (3) نحصل على : 32+9=0+×6 
آي 0ے ۲3ے 2 
أي  :‏ 22-3 -22.... )4( 
نعوض (4) في (1) نحضل على:: 10-0 + 2-3 - +4 
٭. أي: GFE: 2x+y+7=0‏ 
من جهة أخرى لدينا المعادلة (2) :0> 3+ + ×2 
فة + [2<+y+7=0‏ ون 227-217 
e‏ س۲ 0 2x+y=-3‏ 
إذن : الجملة لا تقبل حلول ٠‏ 


خلاصة : الجملة (1) لا تقبل حلولا منه المستويات (5) ٠‏ (82) و (05) لا تشترك في أية نقطة . 
ي © = (P3)‏ ہ روم ص ررط) 

ملاحظة : لحل جملة 3 معادلات من الدرجة (1) ذات المجاهيل الحقيقية × » ل ٠‏ 2 يمكن استعمال 
طريقة 6488 كما يلي : 

(1) نحول الجملة إلى جملة مثلثية باستعمال الخواص (جمع معادلتين طرف ل طرف) . 

(2) نصعد في الحلول ابتداء من المعادلة الأخيرة.. 

مثال : 


ه > جا ء٤‏ أعداد حقيقية ثابتة . 

حل في 8R‏ الجملة (1) ......... 4 2×x+3y-22=‏ 
O)‏ 82-2378221 
)3( سسسویی0.-432+ 4-۷ 


ذات المجاهيل ×ء ¥ 2 2 
® 


الحسل : 

نضرب طرفي المعادلة (1) في 2 
نضرب طرفي المعادلة (2) في 
نجمع (4) و (5) نحصل على : 


تضرب طرفي المعادلة (3) في 2-: 


نجمع (7) و (2) نحصل على : 


67-42-8+ع4.. 
36ح 23-672+9... 
ا 228+3 5+×7. 
2ع 

5-2 ما -75۔ چیو 


2-5-2 7-5 
نتيجة : إذا كانت الأعداد الحقيقية 8 ء تا ء © تحقق العلاقة : 
اع 2> ا 28+3 فإن الجملة 228+3 7+5 
6.راےع 5-×7م 

عق -طتخقة ديوويرع 7 


منه : حسب المعادلة (3) فإن : 


من (6) و (8) لدينا ا رح 6-2620 وہ وھ 


آ قبل مالانهاية من الحلول هي 


ع-ج4+4-نر 


أي : 42-6+(2 8-5 208+3 05 


سلسلة هباج 


إذا كانت الأعداد الحقيقية ۾ ء تا ء »ع لا تحقق المساواة : 
جا - 30-26 +28 فان الجملة (1) لا تقبل حلولا . 
خلاصة : ٠.‏ 
إذا کان 6-6 ۶2 ط 3 +22 فإن الجملة (1) لا تقبل حلولا 
إذا كان تا -ع 2> تا 28+3 فإن الجملة (1) تقبل مجموعة غير منتهية من الحلول (2 : لا : ×) حيث 


x Zaf 1‏ 
7:3909 
قجه-م 12 +ع 8 y=‏ حیث 18 ع † 
7 2 7 
22 


تحقيق : إذا كان ما - © 2 طا 28+3 فإن : 
21 کت +36 -ه ك3 a+‏ 7 پا 0ؤ a+‏ >22- 25+31 


27 7 
جا گر 06 28ے 
36-21 7 2 اش 
=4a+6b+2t-3c-2t‏ 
=4a+6b-3c‏ 


=2(2a+3b)-3c 
2a+3b=2c-b ع3-(2)06-50- لان‎ 
=e -2b 
2a+3b=2c-b لکن‎ 
2-2-4 : منه‎ 
a=e-2b أي‎ 
. أي المعادلة (1) محققة‎ 2×+3- 22-٤ )1( نتيجة‎ 


26 1 7 دا 0 ری کے ط2 
اق کے سے ہف 72 7 0ا وج Xx-2y+3z‏ 


21-1 ھ2 
ا 0 9 
-2a-3b-3t+3t+2c‏ 
-(2a+3b)+2c‏ 
-(2c-b)+2c‏ 

=b 


لان 6-2-1 28+3 


نتيجة (2) =2 2+3 -× إذن : المعادلة (2) محققة . 


8 202-8 نت‎ 
2 ابا‎ 2b E 27 0 


تی ا ہے 
: 7 = 


4x-y+4z b+ 


نتيجة (3) ٠‏ =4 + و - ×4 إذن : المعادلة (3) محققة 


)( 
خلاصة : الجملة سد من لكل 
)6 
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في كل التمارين الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 1 6:1:7) 


التمرين = 1 1 
1 أعط تمثيلا وسيطيا للمستقيم (0) الي يشمل (1 : 0 : 4)0 و | 1 |0 شعاع توجيه له . 
331 
2 أعط تمثيل وسيطي للمستقیم ('00) الذي يشمل (1:0:1-)8 و | 0 | شعاع توجيه له . 
الحشل تت1 2 
2 ا یں كك 
لتكن (3':2: )24 نقطة من الفضاء إذن [ , 0ت 
0 و 2-1 
Me (D) 1‏ یکفئ AM//‏ 
60× 
يكافئ = ر حيث 11 ء) 
و ا 
x=t‏ 
یکافئ )۷إ حيث 18 € † 
E‏ 


و هو التمثيل الوسيطي للمستقيم (0) 
Me )0(‏ یکفئ 810/7 


ے EFI‏ 
يكافئ 41-0 حيث 12 € † 
2-1-2 


CF AE 
)0( و هو التمثيل الوسيطي للمستقيم‎ 
2  نيرمتلا‎ 


۾ . 8 € ؛ 1(3 نقط احداثياتها على الترتيب (1 795 25 -) ؛ (5;2 ;3 ؛ (13;1;4) ؛ (12;11;1) 
1 - أعط تمثيلا وسيطيا للمستقیم (۸8) 

2 هل النقط © و D‏ تنتمي إلى المستقيم (۸) 

الحسل - 2 


3S IZ 
20۱۷0 ميد‎ AB 5-9 | -1 
1 2-1 


AM//AŠ یکافیئ‎ Me (AB) 


x= -t21 
) يكافئ و حیث 11 ع‎ 


x+2=5t 
¡€ 11 رہ حيث‎ -7=-2  نئفاكي‎ 
ہو کے‎ 


1م 


2ے 5× 
يكافئ سے حیث 1۸ ع ) 
و هو التمثيل الوسيطي للمستقيم )A8(‏ 


2 هل :(0)13:1:4. قتمي إلى (۸8) ؟ 
23 6-2 5ے 13 

من أجل 27 فان 1=-2t+7‏ 
4=t+1 2-4‏ 


أي 21-6 


أي 3 >4 إذن : (ظم)اء C‏ 
هل (12:11:1-)12 تنتمي إلى (تھ) ؟ 


212-54-2 x=-12 
11=-21+7 من أجل 11= ر4 فن‎ 
=t+1 2-1 


ol أي‎ 


أي 2 تناقض إذن :. (ظم۸)ے 1 
التمرین :3 t=0‏ 

e 07 )0( لیکن‎ 

telR مع‎ 1Y=-t 


z=-3-2t 
)0( أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (7) الذي يشمل النقطة (4- ;2 : 1-)4 و يوازي المستقيم‎ 
3 - الحل‎ 
8 x+2=3t x=-2+3t 
)00( ۷ے و یکافئ - = ره منه | 1- »ا هو شعاع توجيه المستقيم‎ 
-2 ++ع‎ 3 ے٤‎ 2-3-1 


3 
نتيجة : المستقيم (7) يشمل (4-:1:2-)ھ و 3 


منه تمثيله الوسيطي : n‏ 2 


3 شعاع توجيه له 


3-2-1 
2+4--1 


حیث 11 © † 


2231-1 
te IR مع‎ i أي‎ 
2--2-4 

التمرين - 4 
ما هي طبيعة المجموعة التي تمثيلها الوسيطي ات x=‏ 


سلسلة هباج 


3y=6+x 7‏ 
یکافئ نت 
یکافئ x-3y+6=0‏ 
22-0 
إذن : هذه المجموعة هي المستقيم الذي معادلته الديكارتية 0= 6 + ر 3 -× و الذي ينتمي إلى المستوي ذو المعادلة 0 - 2 


x=-1-9t 5 = التمرین‎ 


هل جملة المعادلتين 5-23-23 | و لتمثيل الوسيطي + 2-2-4 1 


z= 


2x-3y+2z=4 

حیث (18 ء )) یعرفان نفس المستقيم ؟ 
الكل د 
لدينا الجملة (1). ... X-2y-2Z=3‏ 

)2( سب 22-4 2X = 3Y‏ 
نضرب طرفي المعادلة (1) في 2-: 6-=22+ر4+×2- E:‏ 
نجمع المعادلتين (2) و (3): 2-=42+ر أي : 42-=2-=ل..... 
نعوض (4) في (1) : X-2(-2-42)-Z=3‏ 

x+4+8Zz-z=3 : أي‎ 


2-1-7 
te IR 2-4+6--2ز41 مع‎  ئفاكت‎ 


نتيجة : الجملة و التمثيل الوسيطي لا يعرفان نفس المستقيم . 


التمرين - 6 
نفس السؤال التمرين 5 بالنسبة للجملة ا ا 
x=-3+4t‏ 0- 5ء 3+ -ر2۔ 
و التمثيل ت teIR‏ 
2=1+t‏ 

الل - 6 

2x+2y+2z-4=0 + تكاف‎ x+y+z=2 5 
E 5 2 ELL ہے‎ 


y+5z-9=0 7‏ 
تكافئ و ا 


کہ 2 9-5> 
تكافئ امو 


ار ا 
y=4-5)z2-1(‏ 
x=-3+4t‏ 
a‏ 


0221 


341--2 ×ے 
و 
نتيجة ٠‏ الجفلة:و«التمنيل الوسيظي وعرفان تَا امسقم + ا ا 
التمرين ‏ 7 
لیکن (۶) المستوي ذو المعادلة الديكارتية 2 - 2 + ر-× و (2;1-; ۸)4 نقطة من الفضاء . 
1 - عين 18 شعاع ناظمي ل (۲) 
2 - أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (0) الذي يشمل ۸ و تا شعاع توجيه له . 
3 استنتج احداثيات النقطة 11 حيث 11 هي المسقط العمودي ل ۸ على (۶) 
الحسل =1 1 
1 22-2+ -× هي معادلة (0) إذن : | 1-| تا هو شعاع ناطمي ل (2) 

2 1 2 
2- (0) شمل' (1 ;2-; ۸)4 | 1 وف (0) له التمثيل الوسيطي التالي : 
2 1 


x=4+t x-4=t 
telR مع‎ y=-2- أي‎ y+2=-t 
2-2-2 07ج‎ 2-1-2 


3 - الشعاع الناظمي للمستوي (©) هو نفسه شعاع توجيه المستقيم (10) إذن : المستقيم (10) عمودي على المستوي (۲) 
ہما أن 4 تنتمي إلى المستقيم ((1) فان مسقطها العمودي على المستوي (۶) هي نقطة تقاطع (0) و (©) إذن : 
احداثيات النقطة 11 هي حلول الجملة a‏ 

x=4+t 

وو مع 11 6) 

221+ 

HF و‎ 
x=4+t 

7-7 

٤‏ 1ےا 


at 


نتيجة : النقطة 11 لها الاحداثیات (1-:1- : 1)3 
6 1+1+4] = 1+1( +12 +2 +2(ة- 4 | AH=‏ 
مسافة النقطة ۸ عن المستوي (0) هي : 6= دوب ا 


إذن : 6( == a 6 AH‏ 
الت ث8 
أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (0) الذي يشمل (1- :3:5 -)4. و العمودي على 
المستوي (©) ذو المعادلة الديكارتية 0 -2 3+ 2-23 


سلسلة هباج 


الحل - 8 . 


1 
2-| ث٦‏ هو شعاع ناظمي للمستوي (۴) 
3 1 
(0) عمودي على (0) إذن ا هو شعاع توجيه للمستقيم (0) 
6 عق + پر 
تا 
منه التمثیل الوسيطي للمستقيم (0) : 2+1=3 


2=3t-1 
1 =-4-€ 9 # التمرين‎ 


2-6-3 
أي 228+5 4 مع 112 


التمرين 
(0) مستقيم تمثيله الوسيطي 3-2-4 
Zz=1+2t‏ 
عین تقاطع (0) مع المستويات ([:۱:۴) ؛ (7;8;) ؛ 1;6 ;0) 
الحل 9 
إذا وجدت نقطة (2 :۷ : »)۸ مشتركة بين (0) و المستوي ([:0,:1) فإن : 


x=-4-t R4 
y=2-t يكافئ‎ y=2-t 


2-101 
2-0 
x=-4-t 
EY يكافئ‎ 


يکافئۍ ‏ 3 
20 
نتيجة : (0) يقطع المستوي )٥:2:[(‏ في النقطة (0 ; 5/2: 7/2-)۸ 
لتكن (2 : لإ : )20 نقطة مشتركة بین (0) و المستوي (0:7:1) 
Me (0:;‏ إنن : x=0‏ 
منه : 


أي : t=‏ 
EES‏ 
7--1-8-:2-1+2] ` 
نتيجة : (0) يقطع المستوي ©7:1: 0) في النقطة (7 -: 6 ١)0;‏ 
لتكن (2 : و : »)8 نقطة مشتركة بین (0) و المستوي 55:1 0) 
(۵۸)ءھ إنن : 0 2-0و 
أ 2104 
منه 6-2 
كك E‏ 
z=1+2t=1+4=5‏ 


نتيجة : (0) يقطع المستوي (1:1: 0) في النقطة (5 ;6;0 )8 


منه : 


إذن : 
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التمرين ‏ 10 
ما هي طبيعة مجموعة النقط من الفضاء التي تحقق : 


x=1+# 
teIR مع‎ 4120-2-36 


z=2+2۴ 
2 10  لحلا‎ 
<0 حیث‎ 2= u نضع‎ 
5 21+ 5 اا‎ 
0» © 75 منه مجموعة النقط تحقق الجملة : 00 حیث‎ 
2=2 2 


y=2- 


إذن : المجموعة هي جزء من المستقيم الذي تمثيله الوسيطي + 1= × 
مع 1611 
66 2=2 


التمرين ‏ 11 
(0) و ('0) مستقيمين تمثيلهما الوسيطيين هما على الترتيب : 
x=f' +1 x=t‏ 
I: 0 8‏ عرف eem‏ 
z=2+t' z=t+1‏ 
بين أن (0) و ('0) من نفس المستوي ثم عين تقاطعهما : 
الحل ‏ 11 


1 
3 هو شعاع توجيه المستقيم (رل) 
1 


1 
١ ۱‏ هو شعاع توجيه المستقيم (02) 


ہمان ل ۾ لے فان ا و © مستقيلين خعليا ! 

إذن ؛ (۵) و (02) ليسا متوازيين . 

ETE 0 

2۳ 

بالجمع : 2٦-2‏ منه 1-1 

بالتعويض في احدى المعادلات : 1-1-1 منه 0-1-1-0 

نتيجة : من أجل 1 -1 فإن 0= 1 فالمستويين إما يتقاطعان في نقطة وحيدة احداٹیاتھا: (2 : ¥ : )۸ 
أو ليسا من نفس المستوي كما يلي : 

x=t+1=1 ¥= =1 

لے ا و y=1-t=1‏ 


ا یا اس سد سے دی 


نتيجة : (ر4) و (02) من نفس المستوي و يتقاطعان في نقطة وحيدة (2: 1: ۸)1 
التمرين ‏ 12 


هل المستقيمان y=3+t‏ 
الحل ‏ 12 2-4 


2 
۱ : شعاع توجيه المستقيم الأول ۔ 


x=3+t' x=3+2t 
و )1+2= ر١ متوازيان ؟ متقاطعان ؟ ليسا من نفس المستوي‎ 
2-3-6 


1 
1 
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بساج 


1 
اك شعاع توجيه المستقيم الثاني . 
1 
ع2 إذن : المستقيمان ليسا متوازيان . 
نتيجة (1) ب سمو سو 1 ري ا ارت 
نحل الحعلة 3+2t=3+t‏ تکافء 26-٤‏ 
a 27‏ 3 مہ کت۴ 
سی 2-0 
كفم |6 3-142 
57 0-2 
ےئ ھا 
ید ۳-4/3 
تكافئ 1 
من أجل ٣-2/3‏ نحصل على : 1 = +3 -(3+2)2 سیا 
3ے 9 
اڪ +3=ر 
رد 
3 
من أجل ۷24/3 نحصل على : فا اخ =× 
I‏ 
چ( 1 
E‏ 
373 3ئ 
نتيجة : المستقيمان لا يتقاطعان في أي نقطة . 
إذن : فهما من مستويين مختلفين ٠‏ 
التمرين ‏ 13 


أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (4) الذي يشمل النقطة (2 : 1- : ۸)0 
و يوازي المستقيم (0) ذو التمثيل الوسيطي ع1 1-2 -< 

k € 17 حيث‎ ik 
2-5 13 - الحل‎ 


2- 
1 لا هو شعاع توجيه المستقيم (10) إذن : ثا هو أيضا شعاع توجيه للمستقيم (0) . 
x=-2t x-0=-2t 0‏ 
إذن : (0) له التمثيل الوسيطي التالي : 1=2+ل أي 2-1= ر حیث 15 ٤‏ † 


2-0- = 
ہر 2 2 
لیکن (0) و ('0) مستقیمان تمثيلاهما الوسيطيين هما على الترتيب : 


2-21 x=1-t 

kelR و‎ teIR iı>1J=5-6k و‎ y=2+3t 
ع2-1-21‎ 2-4 

أثبت أن ((0) و ('0) متطابقان ٠‏ 

14  لحلا‎ 


2 

ا هو شعاع توجيه (0) و او هو شعاع توجيه (0) 
2- 
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إذن: ا و ۴ متوازيان 
أي : السنتقیمان (0) و (0) متوازیان . 
منه : إذا وجدت'نقظة مشتزكة بين (0) و (0) فان (0) و (0) متطابقان 


I0 عب‎ ٦ کت‎ 
35م‎ = 3= Û SEI 
E 

EE 7 


تكافئ ‏ 3>0-+3+ 6 
تکافی 312133617 
تكافئ ‏ 21 12 -ع) 

منه : المعادلة ع1 1-2 >1 محققة . 

أي الجملتين 1-1 - × x=2k‏ 

کےا 3 7-5-6 عو ين + لسن (00: و (0) متطابقان , 
21 >1“ 1 ے2 
ملاحظة : يكفي إعطاء قيمة ل ٤‏ ثم استنتاج وجود نقطة مشتركة بين (10) و ((1) كما يلي : 


من أجل 1ع٤,‏ 0= × 
نے 


2-21 
من أجل 0=): ×x=0‏ 
45 إذن 7 النقطة (1: 5 ;4)0 مشتركة بين ,(0) و (0) و ہما أنهما متوازيان فهما متطابقان . 
2-1 
التمرين = 15 
(0) و ('0). مستقیمان تمثيلهما الوسیطیین هما اعلی التزتیباً : 
x=1-k x=-4+t‏ 
y=4+2t‏ و 1y=2+2k‏ حیث keIR‏ و telR‏ 
z=1+k 7=2+t‏ 


أثبت أن IK‏ و ('0) من نفس المستوي . 


1 21 
i‏ ا هو شعاع توجيه المستقیم (0) ناو هوشعاع توتجيه المستقیم (01) 
1 1 
2 2 إذن : ا و ۷ ليلا مرتبطين حطيا (غین متوازیان) 

منه : المستقيمان ((1) ,و ('(ا) .ليسا متوازيان:. 

إا (D)‏ و رہ القاطعاق ديقو رید 

أو (0) و (0) ليسا من نفس المستوي 

08 (0) و (0) يتقاطعان كما يلي : 


الجملة ا تكافئ پ53 
4+2t=2+2k‏ 21-5-2521 
فخ نكن 

ف ا 
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من اجل: 1-3. نحصل على .: 
y=2+6=8‏ 


نتيجة : (۵) و (0) يتقاطعان في نقطة وحيدة (2:8:4-)۸ 
إذن : ((1) و (0) ينتميان إلى نفس المستوي . 

16  نيرمتلا‎ 

(0) و (7) مستقيمان تمثيلاهما الوسيطيين هما على الترتيب : 
x=1+t‏ 2+ 3ےج 
it‏ و 7ار هد ۰ء ) و melR‏ 
z=-1-4m z=1+3t‏ 

1 - بین أن (0) و (1) ليسا من نفس المستوي 

2 عين تمثيلا وسيطيا لمستقيم () يوازي (1) و يقطع (0) 

الحل - 16 


الصل - 6 
5 2م 

1[ *| 0-2 شعاع توجيه ((1) و | 1 7 شعاع توجيه (1) 
3 4- 


إذن : لا و 7 ليسا متوزيان . 

منه : ((1) و (1) ليسا متوازيان . 

أي إما (5) و (1) متقاطعان أو ليسا من نفس المستوي . 

ند تا 1+t=3+2(1-20‏ 
وی وٹ 71- 021 


چ2 
1 


9 
2- 
تكافئ 


t+4t=3+2-1 تکافء‎ 
m=1-2t فئ‎ 


t= 5‏ 
کالی ون 
5 


تكافئ 
من أجل ٦-4/5‏ نحصل على : 
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من أجل 3/5-= "۳ نحصل على : 2 = £ -3=× 


جو سا (۵ :001 1لا بان في ةش ١‏ إن ارح مر لسا من نفس السری, 


2 
2-(۴) يوازي (1) إنن الشعاع | 1 ٣‏ هو شعاع توجیه للمستقیم _() 


منه تمثيله الوسيطي : 21 + =× 
+k‏ 8= ر۹ حیت €1 K‏ وان ق +3 اعد حقيئه كازته ا كنا يلي : 
z= -4k‏ 

. خن يکون ا وی فة‎ ٢٣٦٦٢٥٥7٦ 


ا 
من أجل ٦٣-0‏ نحصل على : 8 


و 
ofê F X= 0‏ 
نضع 1-0 إذن : 3-8 منه B=1‏ 
221 2-51 
نتيجة : يكفي أخذ المستقیم (7) ذو التمثيل الوسيطي التالي :| :2+ 1 = × 
y=1 +k‏ 
التمرين ‏ 17 is‏ 


(0) و (7) مستقيمان تمثيلاهما الوسيطيين على الترتیب : 


x=9+5k x=-1+5t 
keIR و‎ te IR حيث‎ {y=-5-k ود‎ y=-3-t 

z=-8-4k z=-4t 

بين أن (7) و (0) مستقيمان منطبقان . 


الحل ب 17 
تع 8-2117 ین: 2-4-2 


عڑ وڈ (5-2 + وذدير 
منه : ما-5 ےئ يكافي ۲۴ (2 ل .وہ و 
1 2-8-4 (8-40-2--2 


0 5+ 59× 
یکافئ 2 - 5ے رز 


z2=-8-4t+8 
X= -1+5t 
2 7 يكافئ‎ 
Z=-4t 
نتيجة : التمثيليين الوسيطيين للمستقيمين (10) و (1) متكافئين‎ 
إذن : المستقيمان ((1) و (1) منطبقان‎ 
جاءت من المساواة 6 4- تع ][4 - 8۔‎ t= 2+1 ملاحظة : فكرة وضع‎ 
2+k= أي 4 -- 1+ 4)2- أي‎ 
. إذا لم تلاحظ ذلك يمكن ان نثبت أن ((1) و (1) ليسا متوازيان و ليسا متقاطعان (الطريقة الكلاسيكية)‎ 
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التمرين ‏ 18 
(0) و (7) مستقیمان تمثيلاهما الوسيطبين على الترتيب : 


2-4 2-1 
بين أن (0) و (1) متوازيان . 
الحل - 18 
2 
0 شعاع توجيه المستقیم (0) 
1 


x=-2k x=4-2t 
kelR و‎ teIR حيث‎ {y=1+4k و‎ y=2+4t 


2- 
٦ت‏ ت0 
1 
-3-4-1 إذن : ا و ¥ متوازیان . 
” منه المستقیمان (0) و (1) متوازيان . 
التمرين ‏ 19 
(0) و (1) مستقیمان تمثيلاهما الوسيطيين على الترتيب : 
۲+ 3ے x=-1+k‏ 
y=‏ د 1 7222-2 حیث م17 ۶ ٢‏ و keIR‏ 
غ+2-1+3 1 3+ 2-5 
بين أن (0) و (1) لا ينتميان إلى نفس المستوي . 
الحل - 19 


1 1 
ا ۱ ا شعاع توجيه (0) ادا د 0 
3 


إذن يكفي أن نثبت أن Mg‏ لا يتقاطعان في أية نقطة . 


1+1--23+1 وى 1 -2k=-1+kx‏ 3+22+ 
152-21 يتالكا 122-21 
-1+1=3k‏ 
كاف EE‏ 
k=0 1‏ 
يكافئ تا 
من أجل 1-0 نحصل على : الك 
S2‏ 
2-5 
من أجل 1-2 نحصل علی: 1--3+2--2 
8-2 
7 (1+3)2 >2 


نتيجة : (0) و (7) لا يتقاطعان منه (0) و (1) لا ینتمیان إلى نفس المستوي - 


التمرين ‏ 20 
(0) و (1) مستقيمان تمثيلاهما الوسيطيين على الترتيب : 
x=k x=-3+2t‏ 
2 و جد teIR‏ و kelR‏ 
۷+ ےئ z=-1+4k‏ 
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بين أن (0) و (1) متقاطعان . 
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20  لحلا‎ 
k=3+2t 5 -3+2t=k 
2--1-)3+20 5 2-6-1-1 

یک 2-32 
5 جج 
۴ 2+ 2-3 
يكافئ 5 
رہ (3+20--ع 
یکافی کت 
يكافم: 1-1 
يكافئ 5-5 
من أجل 1-1 نحصل على : x=‏ 
1-0 - 1ے تو 
1+4-3--2 
من أجل 1-2 نحصل على : 2)2(=1 + 3-= × 
y=2-2=0‏ 
2-1+2-3 
نتيجة : (1) و (1) يتقاطعان في النقطة (3 ;0 ;۸)1 
التمرين ‏ 21 


في كل حالة من الحالات التالية عين تقاطع المستویین (0) و (0) المعرفين بمعادلاتهما الديكارتيتين : 


(P): x+y+z=4 1‏ و 0 >3-12+:3+:0:3) 
(P): x+y+z=4 -2‏ ری 3x+3y+32+12=0‏ رم 
)P(: 2-72+2+2- 0 -3‏ فى (WO: x+y+z=0‏ 
(P): -3x+2y+z-1=0 -4‏ و 225 +رے :(©) 
الحل - 21 
x+y+z=4‏ 2 >2 3+:ؤ3+ 3 
بل E‏ و E‏ يكافئ 3x+3y+32=12‏ 
يكافى ° + 12--9:2+ 237 ×3 
یکافئ x+y+z-4=0‏ 
نتيجة : المستويان (۴) و (0) متطابقان إذن : تقاطعهما هو المستوي نفسه ذو المعادلة 4-0 -عج +ا+ × 
ال 4ع + ربع ا3ء 3-12 +3 +3 تحيل 
RE 2‏ 8و 32-2 +3 +37 3 
نتيجة : الجملة لا تقبل حلولا منه المستويان (5) و (0) لا يتقاطعان . 
3 ...ءءء 2-0 +2 + بودعر 2 
(:: سی +Z=0‏ بوجعر 
بجمع (1) و (2) نجضل على : 22+2=0+×3 
منه : 2پ کے جو OER‏ 
بتعويض (3) في (2) نحصل على : 0ه 22-2 - 
منه : 0 
2 1- 
أي : ای ...)4( 
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55 22-2 =× 
نتيجة : الجملة و کھت تکافی 3 3 
وت 2 د 
EES‏ 
22 
جو ود 
تکافئ 2 نہ 2 te‏ 
3 3 
a‏ 
منه : المستويان (0) و () يتقاطعان في المستقيم (0) الذي مفده الوشرظي 2-2 دم 
ا 
۱-0 -عجع+ ر2 ی+ر3ہ - 0د ۱1ع +21 +کر3۔ 2ج 
وت و تہ کی 0>-22-5+وے× 
لنبحث عن ×ٴو ر بدلالة 2 (حل الجملة ذات المجهولين × و ۷ 
ا جا و رت ہے 
ا ۵8-۱7 
27 2 
مده كد لدم ج10 در ک 2 
i =2-1+62-15=7 2-6‏ 29 =ر 
نر 1207 2 2 ae‏ ری 
د وق ای ا 
x=5t—11‏ 
كاف :2.76-16 
2t‏ 
منه : المستويان (۶) و (0) يتقاطعان في المستوي ذو التمثيل الوسيطي 11 -] 5 = × 
teR 4y=7t-16‏ 
التمرين ‏ 22 ہے 


(02 و (1) مستقيمان تمثيلاهما الوسيطيين على الترتيب : 
x=-1‏ ع۲[ 4-5 >× 
7 و وو حيث 17 ) و keIR‏ 
2-1-2 21 + 1- - 
1 تحقق أن المستقيمان (0) و (7) متقاطعان ۔ 
2 أكتب المعادلة الديكارتية للمستوي (۲) الذي يشمل المستقيمين (0) و ©) 
الحل - 22 
1 إذا كانت z(‏ ; :»)4 نقطة مشتركة بين (0) و (1) فان 1-=× 
مئه: 1۔ت][4-5 أي 1-1 


x=-1 : إذن‎ 
0 

2--1+2)(-1 

من جهة أخرى : من أجل 1-0: 1-- 
09 

8ھ 


نتيجة : (0) و (1) يتقاطعان في النقطة (1:1 : 40-1 
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a‏ 1> فإن ا 
27 
منه (1-:1:0-)8 تنتمي إلى (5) 
من أجل 1-0 فان 6-6 
7-3 
[ے جج 
منه (1- : 3: ٥)4‏ تنتمي إلى (7) 
نتيجة : المستوي الذي يشمل المستقیمین (10) و (1) هو المستوي (©) الذي يشمل النقط ۸ » 8 ء © 


SEF‏ 6 آاحد 
AB| 0-1‏ منه ٦8ھ‏ 
1-1۔ 52 
EA‏ 5چے 
AC| 3-1‏ أمنه 2 AC‏ 
1-1- 3ت 


8 ا کی پ8 
لیکن | ط إلا شعاع ناظمي للمستوي (0) إذن : نج 
LAC 8‏ 
a(0) + b(-1) + c(- 2) =0‏ يكافئ 0-7260 
5a+2b-2c=0 a(5) + b(2) +6 2) =0‏ 
من أجل 2-= تا نحصل على 2-200 
5a+2b-2c=0‏ 


c=1 1 
5a+2b-20=0 2 


أي ;b=-2‏ جا 
a+ 2(-2)- 2(1) =0‏ 5 


1 2 دا 
0 5 6/5 <8 
نتيجة ل هو شعاع ناظمي للمستوي (۴) 
1 


6 
لن : 7 هو أيضا شعاع ناطمي ل (5) 
5 


منه : معادلة .(2). تكتب من الشکل : 0 >-0+ 2 5 +103 -×6 جیث ا1ء 
ہما أن (۴) e‏ ۸ فإن : 0= +a‏ )5(1 + )10(1 )6(1 
أي : E EE‏ 
نتيجة : معادلة المستوي (۴) هي : 2+11-0 101+5 - ر6 
التمرين ‏ 23 
() و (1) مستقيمان تمثيلاهما .الوسیطیین على الترتيب : 
x=1+4k Xx=-2-4t‏ 
7ے و ےا 
z=-1+2k z=1-2t‏ 
1 - تحقق أن المستقیمان (0) و (1) متوازيان . 
2 - أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (۴) الذي يشمل المستقیمین (0) و (1) 
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منه (1-:3: ٥)1‏ نقطة من (1) 


الحل - 23 
4- . 
1 | 2 |0 شعاع توجيه (0) 
2- 
4 ام 
2- |7 شعاع توجيه (1) 
2 
كر كات د إذن : ٿا و ” متوزيان . 
EE‏ رط الل ا 
2 من أجل 0= 2- x=‏ 
3= ل4 منه (2;3;1-)۸ نقطة من (0) 
2-1 
من أجل [=): ×x=-2-4=-6‏ 
5 -2+ 47-3 منه (1-;6;5-)8 نقطة من (0) 
2E‏ 
من أجل ,1-0 x=1‏ 
23× 
- 2-2 


نتيجة : المستوي (0) الذي يشمل المستقيمين ((1) و (1) هو المستوي الذي 
يشمل النقط .4 8 > € كما يلي : 


2- جه 4 
AB 5-3‏ أي 2 |۸ هو نفسه شعاع توجيه المستقیم (0) 
1-1- 2 


2 اعت 3ت 
AC 3-3‏ ام 6006م 
1-1- 2 
8 

9 وی 


ا يكافن 20 ‌- 080080888" 


3a-2c=0 RLAĞ 
E من أجل 2ة تحصل على :7 82017260570 يكافئ‎ 
3ء‎ 6-2-0 
كاف ھا‎ 
=3 
2 00ل يكافئ‎ 

نتیجه : 7 هو شعاع ناظمي للمستوي (5) 
3 


منه (2) له المعادلة : 0-0 +32+:2+73 حيث 11 © » 
با أن (©) € له فان : 0> +(3)1 + (7)3 + (2-)2 

أي : 2-20 
خلاصة : (م) له المعادلة ‏ 73+32-20-0+*2 
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2-5-2-1 

2+ 31-3 منه ‏ 2-40+70+20+301-20-20ے 20-2 و 7+3 +ع 2 
11ھ 21+14+3-61-0 +486 د 
0- 


41+ 1 دير 
+4K)+73-2k)+3(1+2K)-20 aa qy =3-2k‏ 21 


2x+7y+3Z-20 
= 2+ 81+21-141-3+ 61-0 2--1+ 2 1 
=0 
24  نيرمتلا‎ 
)0( في كل حالة من الحالات التالية عين تقاطع المستوي (۶) و المستقيم‎ 


K2 
o Es yg (P):-2x+y-z+3=0 1ص‎ 
z=2+t 


x=1+3t 
(MD): =-2-24 و‎ P:x+3y-2+1=0 2 
2-2 


x=5S+t 
OD): iy=1+t و‎ (PJ:ix+y-2z+2=0)0 3ے‎ 


2-6 
الحسل - 24 
في كل مرة نعوض × ٠‏ لإ » 2 في معادلة المستوي (0) لنحصل على قيمة الوسیط ٤‏ ثم نبحث عن احداثیات نقطة 
التقاطع إذا وجدت . أما إذا كانت المعادلة محققة من أجل كل عدد حقيقي ٤‏ فان المستقيم (10) محتوى في المستوي (۲) 
و عليه فان (]) = (۲) 00(6) 


0+0+3-0)-و 1+3م+20۔ 
0- 3ی ۱أ ج + رت ود 
0 >0 دائما محققة 


نتيجة : (0) ينتمي إلى المستوي (م) منه (0) > (2) ہ (0) 
x+3y-2+1=0 2‏ منه 1+3t+3(2-20)-2+1=0‏ 
x=1+3t‏ أي 1+3t-6-6t-1=0‏ 
کس أي 36-6 
2-2 أي 2ے 


2 (2-2-20 ےب 
- ہت 


بالتعویض في معادلات (00) : سفق 


نتيجة : ((2:2: 5 )ه) > رمیہ رم 

3+ 2207+ر وین منه ‏ 6-24+0+2-0+]+عدبو 
++5-*[ أي: 6+21-8-2+8=0 
y=1+t‏ أي : "6-0 مستحیل 
z34 Ft‏ 

نتيجة : © = ریہ (0) 

التمرین = 25 

لتكن النقط (1:1:1) ؛ 3:0 :خھ 

1 - أكتب معادلة لسطح الكرة (8) التي مركزها ٢‏ و تشمل النقطة ۸. 

2 أكتب معادلة ل (8) المستوي المماس ل (5) في النقطة ۸ 


3 لتكن النقط (1- ;2 ;8)1 ؛ (0:015-3)© + رد۔2 یبط 
) تحقق أن النقط 8 . € ء (1 ليست على استقامة واحدة . 
ط) أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (9017) . 

4 - بین أن (0861) و (۶) متعامدان . 

5 أكتب تمثيلا وسيطيا لتقاطع (©) و (:086) 


الحل - 25 
1 انصف قطر,الكزة هو 3:2 =9 ]= 17 =0 + ٹریم VA [GED‏ 
منه معادلة (8) : 15-9 =2( + 1 (y=‏ + 1=«( 
آي: -2x+1+y-2y+1+27-22+1=9‏ %2 
ای 0= 3227-6 پر2 - پر و - 27+ +2 
9ے سی مماین ك (5 ھ لذ اتا سے 
حت ہے عند ن :اخ هد 
ان وت ان 2۸ شنعاع ناظمي ل (ط) 
لدينا 8 
1 
منه : (۴) له المعادلة 0= + y-2‏ ۴2 ×2 إٍحیث | ثابنتا حقيقي . 
ہما أن (0) € ۸ فان : 0= +a‏ 0-)2(3+)23 
أي 12--٠ن‏ 
نتیجة : معادلة (5) هي : 0خ 2ج2 28 


ای ارہ انت 
3ے ) 0-2 BC‏ منه 801-2 

3+1۔ 2- 

ای کا لوا ہے 7 7 حسد 

BD 0 منه‎ B7 2_2 

3+1۔ 2 


a O‏ وو ایی ہہ کاو کت 
مفو ي فان 80 و (8 ليسا متوازیان 


منه النقط 8 ٠‏ © » 1(3[ ليست على استقامة واحدة ٠‏ 
a‏ 
5) لیکن 8 شعاع ناظمي للمستوي (8©172) 


ہج ہے 
LBC‏ نا یکافی وا 
م5 رع 0 28-2 

12 مت . 1-28-2660 ار سے‎ ١ 

مرج ور چ a‏ كلو ا 

1 =2 

يكافئ سا 


: 5 2۔> نا 
اسان 2 يكافئ 2 
نتيجة : 3 منه 0 هو شعاع ناظمي للمستوي (8010) 
1 2 
إذن : معادلة (800) هي : 0-.0+-22+:2-3 حیث » ثابت حقيقي ٠‏ 
B € (BCD)‏ إذن : 0= +a‏ (1ع2+2-(1۔)2 
أي : a=6‏ 

نتيجة : معادلة المستوي (801) هي : 27+6=0+ر-×2 


2 
4 0ت شعاع ناظمي للمستوي (۲) 
1- 
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ا 


2 
4-4-0 = (ع1 -(1ح2 + )22 = WA.‏ 
إذن : WALT‏ 
منه : المستويان (86©10) و (۶) متعامدان . 
2x+2y-z-12=0‏ 


0 شعاع ناظمي للمستوي (8)010) 


7 نبحث عن بدلالة کما ۴ 
Ts‏ سیوا ہو کس ین 
کے 2 2 کے 
2-6 7 -- 
2-2- 
7 عد 2-19 2ل دك ب امف E‏ دي 
2 6 6- 26 
7 212 
د 2 22+6 
ىپ 28-24-42-12 _ 6 2E‏ 


-6 -6 


نتيجة : تقاطع المستويين (86012) و (۶) هو المستقيم ذو التمثيل الوسيطي : 
35 


ا ےر 
te IR 2‏ 


y=t+6 
جے٤ ا‎ 
: المعرفة بمعادلاتها الديكارتية‎ )8( ٠ )0( ٠ )۶( عين في كل حالة من الحالات التالية تقاطع المستويات‎ 
:یھی‎ 3 + 2-6 ١ )© : کے ف4دوبربی و ددء جر‎ 
د: ری‎ +4 +3 2-15 + (W:-x+y-2=2 + (P):xty+z=4 2ے‎ 
26 العلل‎ 
x+y + 2= 4 م‎ (1) CT 
۱ 1د 2وو کی | (60) سر‎ 
۔۔‎ )3( 2 
9352-6 


بجمع (1) و (2) نحصل على -2--3-× ...... (4) 
نحل جملة المعادلتین (3) و (4) كما يلي : 


XEL نف‎ 33+276 
2x-2y=-4 تکافی‎ 025 


بالجمع نحصل على 5×=2 منه 2/5 ء> × 
نعوض في المعادلة ‏ (4) : 6ئ 
من 2 ےت اي 12/5= ر 
5 
نعوض × و ل في المعادلة (1) : 2122-4 
منه : 2-44 أي 2-6/5 
نتيجة : المستويات (0) ٠‏ (0) ۰ (8) تتقاطع في نقطة وحيدة (6/5 : 12/5: ۸0/5 


ا ا 
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..01( 
..)2( 
0 


بجمع (1) و (2) تحصل على : 276 منه ۲-3 
نعوض ل في المعادلة (1) نحصل على : 2-4+ 3+ منه 


“ات 


عم 4 2-2 + وع 
-x+y-2=2..‏ 


3Ix+4y+32=15. 


2-14 


نعوض ل و 2 في المعادلة (3) نحصل على : 


3 x +48) + 3)1 -×( 5 


أي : 3x+12+3-3x=15‏ 
أي : - 15-15 و هذا محقق دائما . 
ننيجة کا يكافئ مز 
2-1-1 3 >3 
منه : المستويات (۶) > (0) ٠‏ (8) تتقاطع في المستقيم (0ا) الذي تمثيله الوسيطي :1-1 > 
کر خیث: 11+ 
قتمرین ے 27 0 


حل في 1۸ جمل المعادلات التالية : 


4x+2y-2+2=0 -2 2x-y-7z+26=0 ~1 
x+y -2 1-0 x+y-2z+7=0 
-x-2y+z+1=0 -x-2y+2-3=0 

27  لسحلا‎ 


(1) -1 


0= ںا ار خی 
-x-2y+Z-3=0...‏ 


متا 
نحل جملة المعادلتين (1) و (2) ذات المجهولين × و ل بدلالة 2 : 


20 
det = =2+1=‏ 
۵68 "88و 
2+6 7۔ 5 
و 12 1 
17 900007286 2207100 ا 
3 3 
1 ہت 
1 22+471 
وبر - 12126142-14 = کر 


نعوض × و ل في المعادلة (3) نحصل على : 


أي : 
أي : 
فا 
y=-z+4‏ 
zelR‏ 
إذن : حلولها هي مجموعة غير منتهية . 
هندسيا : إذا اعتبرنا المستويات (0) » (0) ٠‏ (8) التي معادلاتها على الترتيب (1) ٠ )2( ٠‏ (3) فإن تقاطعها هي 
المستقيم ((1) الذي تمثيله الوسيطي 3-11=× 
کےا حيث 12 € † 


2-4 


0>-3-ج7+(2-2+4-(32-11)- 
0 >32+11+222-8+2-3- 

0 دائما محقق ٠‏ 

نتيجة : الجملة تكافئ 


A)‏ 2 .2-0 22 پور رھ 
0 سسسمیییں X+y-2Z=0‏ 
)3( مہ 2+120 + 7ر2 وہ 
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نحل اجملة المعلالتين (1) و (2) ذات للمجيولين > و ر بدلالة 2: 


a‏ 4ن 
det ۰ 1 4-2=2‏ 
2+ 1 
کے 4-2 2201 :خ1 اود 
1جو اہ 2 5 5 
1 2+2- 
ڑےوو+وبوے+|! 22 1 
SEI ERE‏ 2 32 
7 و 
نعوض × و بل في المعادلة (3) نجصل على : (ay Dee‏ 
2 32+1-72-2+2+1=0 
أي 32-0 
١‏ أي : 20 
بالتعويض في × و ل نحصل على 7-1 0 a‏ 
نتيجة : الجملة تقبل حلا وحيدا هو الثلاثية ((0 261111 
التمرين - 28 
لکن النقط (1:1 :ی۸ + E(6;2;3) 4 D(C1;0;1) + ©)0:1:5( + B(G3;0;1)‏ 
1 تحقق أن النقط ل » 8 »€ تعرف مستويا ()3ھ) . يطلب معادلته الديكارتية 
2 - عين التمثيل الوسيطي للمستقیم (017) 
3 کن ایت کی 1 نقطة تقاطع المستقیم (01) و المستوي. (4130) 


2 ان 5 اف 
1-1 0 

ا اه 
اکا نه 2 
-5 4 


7 اسيك لك 
ہما ان © ± 2= فان 8ھ و 0ھ ليسا متوازیان 
3 نه النقط ٢۸‏ 8 › € تسترا 


a 
)۸86( ليكن 1 تا شعاع ناظمي للمستوي‎ 


cC 
> 


کے 
0+01 
إدن : 08 


امن أجل 22 و' نحضل على : 95-2 جم 


2 
منه : 0 شعاع ناظمي للمستوي (4860) 
1 
نتيجة : معادلة المستوي (4180) هي : 2+0-0+:21 +2 حیث :0 ثابت حقيقي 
A € (ABC)‏ إذن : 0= +2(1)+1+a‏ )2(2 


منه : 7-=ي» 
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منه : معادلة المستوي (۵)0ھ۵) هي : 23+2-7-0 +2 


1 آءعے 7ا 
D٤2 > 0123-2‏ | کاب 2 DE|‏ 
3-1 2 7 
إذن : (5۴) يشمل النقطة ”ا و شعاع توجيهه | 2 |85 
منه تمثيله الوسيطي : 1-71 +2 
y-0=2t‏ 
2-1-2 


2-7-1 
1 € [1R حيث‎ 4y =2 : آي‎ 
2-26+1 


فى 7-0 ےے+ 2+2 7-0-(26+1)+2)20 +(2071-1 
x=7t-1‏ مت x=7t-1‏ 

y= y=2t 

2-2-1 +غ2-2‎ [1 
14t-2+4t+2t-6=0 
x=7t-1 

عدر 

2-26+ [ 

f= 820 -5 

1 1- (7)2/5-× 
8 (2)2/5= ل 
1+ (2-2)2/5 


أي 5 


نتيجة : (0) و (486) يتقاطعان في النقطة (9/5 ; 4/5 ; 109/5 
التمرين :29 
لکن النقط )2 ;0 ;4(1 + 2:4خھ ؛ C(1;4;2)‏ 2:4۰ یھ 


نترف النقط 1 ء 3 ٠‏ £ کمایلی : 1 منتصف [48] › 3 منتصف [8©] ۰ 2816-1806 
1 عين احداثيات النقط 1 ٠ 3 ٠‏ × ثم تحقق أنها ليست على استقامة واحدة . 
2 
2 - تحقق أن الشعاع 1 ناظمي للمستوي (×[1) ثم أكتب معادلة ديكارتية له . 
3 - عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم (41) ثم تحقق أن )1[K(‏ و ((41) يتقاطعان في نقطة ,1 حيث A‏ 2 - ل۸ 
الحل ‏ 29 
یں E TL EO EZ‏ 083 1 
E 2 2‏ ي 0 ( 
42 4ص15+1:2 و۳ 10:33 
جه فجة, ]ر أي 6:35 
تھے 
لاکن (2; ر:×) رومن كسم 
80 ل کرو 35 اكه 
4 0 یا 
ا 
ا )12-4 =2-4 


7 


سلسلة هباج 


2 
35 
2 
7 
2 


دم ہرز ٘ار كل 


N 
!ا‎ 
+ 

1 


نتيجة : (7/2 ; 5/2 : 1)5/2 


51 
OY‏ کے پر 
كن احا 
الكل اي 

3 

E 
ډیا دیا دن‎ 
MR u 
س دن‎ 
لست‎ 


2و 
2 12 
3-5 ال0 منه ۴02 
7 1/2 
32 
2 
“209 75 د زورك کا رازان 
یس 13 :12ن ۱۱۱(۴ 7 ليست عى استقاطة واحدة 
پل 
زیت 2-0 +2۔ء (0)| -(1)2 + (2)1 - - U. IJ‏ 
0= 1+1 - - (2/[خ1 - (10/2+ (201/2-> ٠.7‏ 
ا 
تعلق 111201 :1 ص یی پک 
نرہ + | إذن : حلا عمودي. على كل من I‏ و JK‏ 
1112-0 


منه : ا شعاع ناظمي للمستوي (11) 
إذن : (111) له المعادلة 0= 2+0 -+×2- حيث » ثابت حقيقي 
©1311) ء 1 إذن : 0 - و .3+ (2)2۔ 
منه 6= » 
خلاصة : معادلة المستوي )1[K(‏ : 0-=2+6-ر+×2- 


5-1 4 
Ab} 2-0 -3‏ منه وھ 
0 2 


منه التمثيل الوسيطي للمستقيم (ه) :> )4= 1-× 
0-2 


2-2-2 حم‎ x=4t+1 
te IR حيث‎ y= أي غ2‎ 


ہے 
تقاطع ((41) و المستوي (116) 
-2x+y-Z+6=0‏ منه ° 6-20+(26+2)-26 +(2)46+1- 
x=4t+1‏ أي ٣8ھ“‏ 


1-1 وک 
72 ا 
t= 1/4 2‏ 

مه : ٠‏ وے 1 +(4)1/4= × 

y = 21/4) - 2 

2= 2)1/4( + 2-2 


نتیجة : (5/2 ;1/2 : 1)2 


a SS. e 
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التمرين --1 

لتكن (0 ; 2 : 1-)۸ نقطة من الفضاء . 

أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (۶) الذي يشمل ۸ | 
الحل - 1 


اہ موسي 
1- 
(5) له المعادلة ‏ 0= »+2-ر+× حیث » ثابت حقيقي 
A € )P(‏ إننئ: 0= »+1+2-0- 

أي : 1-=» 

منه : معادلة المستوي (2) هي 1=0-2z-ر+»×‏ 
ملاحظة : يمكن تعيين معادلة المستوي (۶) بطريقة أخرى كما يلي : 


جو کی عت 
لتكن z(‏ ; ل M)×‏ نقطة من الفضاء إذن : 0ت 
فآ e‏ 2 
M € )P(‏ يكافئ ل AM‏ 
ا 
يكافئن  AM.u=0‏ 
يكافئ 0= 1)z(‏ -(10-2+(ا + )1 
يكافئ 7-1=0-ر+× و هي معادلة المستوي (ط) 


1- 
1 - عین مغادلة للمجموعة (5) من النقط 1 التي تحقق .2= ۸1 .ل 
2- ما هي طبیعة المجموعة (6) ؟ 


الحسل ‏ 2 2-1 چ 
1 - لتكن (2 : ر:M)x‏ إذن : AM| y-2‏ 
2-3 


1)»-1(+ 2y -2(-1)2-3(=0 یکافئ‎ 
X+2y-z-154+3 =0 یکاقی:‎ 

يكافئن ‏ 2-2=0-ل2+× و هي معادلة (8) 

2 (تا) لها معادلة من الشکل 0 -4 +zء+‏ رطا +x×ه‏ حيث 0:0 : ۶)0 6:6 0) 


الت -2 1 
لتكن (3 ;2 ;۸)1 دن مور | وا شعاع . 


ڪت 
u‏ 
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إذن : )٤(‏ هي المستوي ذو المعادلة 2-2-2-0 +2 
التفرين = 3 
(۴) مستوي معادلته سو وط +1 


2 
عين معلما ديكارتيا للمستوي (5) 
1 ۰ 
يكفي تعيين ثلاث نقط من المستوي (۴) ليست على استقامة واحدة . 
لیکن 0=× و 0=ر إنن: 2-0 منه (0 ;0 : ۸)0 نقطة من (5) 
لیکن 1=× و 2ع إذن : وو 1+2 أي 2-1 
منه (2:1: 8)1 نقطة من (5) 
لیکن 0=× و 4=ل إذن : EO‏ منه 2-1 


إذن : (1 ;4 ;0)0 نقطة من (۲۴) 


0 1 
ACÎ 4 و‎ ABZ : نتيجة‎ 
1 rE 


±4 9 إذن: 48 و © ليسا متوازيان . 
كك 
منه : الثلاثية (0ھ : ۸8 : ۸) تعين معلما ديكارتيا للمستوي (5) 
التمرین = 4 
(۲) هو المستوي ذو المعادلة 0چ 22+3-رو+× 


2 3 
نعتبر النقطة (1: 3- ;۸)2 و الشعاعين 0 0 
0 1 0 
بین أن (4.:15:7) معلم متعامد في المستوي (۲) 


4  لسحلا‎ 

حتى يكون (7: 10 : ۸) معلما للمستوي (0) يلزم و يكفي أن تتحقق الشروط التالية : 
E: Ae (P) :(1)‏ 

(2) : توجد نقطة 8 من (۴) حیث لا - A۸8‏ 


u 
۸٤ = ¥ توجد نقطة © من (0) حيث‎ : )3( 
و ۸6 ليسا متوازيان‎ A8 : )4( 
:' هل الشرط (1) محقق ؟ نعوض احداثيات ۸ في معادلة (0) كما يلي‎ 
2ت و22‎ )(+3 >2 - 2-0 
. إذن : (2) > 4 أي الشرط (1) محقق‎ 
8):1:2( هل الشرط (2) محقق ؟ لتكن‎ 


نت 7 
- قله يكافئ 97+301 
2-1 

3 
يكافئ م 

2-2 


منه : 252(6-:8)3 
هل (مػ)ء 8؟ 3-6-6-0 +(3-2-22 
سر : الشرط (2) محقق . 


U 


هل الشرط (3) محقق ؟ لتكن (2:2ز: )© 
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2-1-0 
: 2-5 
يكافئ 6 
کے 
74 ;05:5615 
هل )P(‏ ء٢‏ 3=8-8=0+()5-6-2)1 
]ا : قرط (6 مک 
نا 7 27 3ئ 
هل الشرط (4) محقق ؟ لدينا 0 و 30 
1 0 


33 هد ج 
ہما أن و فان ۸8 و ٢ھ‏ ليسا متوازيان 


إذن : الشرط (4) محقق . .م 
خلاصة : لشروط (1) ٠‏ (2) ء (3) ء (4) محققة إذن (:4.:15) هو فعلا معلم للمستوي (۲) 
يبقى أن نتحقق أن 7 -ل 10 سے ا 
لدينا  :‏ 0-(001+(3)1-(37-3)1 
إذن : 01٢‏ 
منه : المعلم ۸۵:۷ معلم متعامد . 
التمرين = 5 
(۶) مستوي يشمل النقط (1-:1-: )ھ۸ ؛ (8)0;1;1 ؛ 00:2:0 
1 - عين شعاعا ناظميا ل (5) 
2 - استنتج معادلة ديكارتية ل (0) 


2 
2 
AT]‏ 06ے 
1+ھ0ھ منه وھ 
0+1 1 
بما أن 3 © فان ۸ ٠ 8 ٠‏ © ليست على استقامة وا 
2 1 إذن فعلا سط ۸ء 8 »> © تع ستاو كن م 
5 - ۴۰۸۵ 
تا إلا شعاع ناظمي ل (6)- يكافئ جه 
0 ع ناظمی 0 جا 
-a+2b+2c=0‏ 
يكافئ کات 
206+26 >8 
من أجل 1 -6 نحصل على : 3 جم 
4۔ > (2+20-3 عع 
أي : 3ء 
3 000 
نتيجة : | 1 إلا شعاع ناظمي للمستوي (۶) 
3- 
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4- 
2 0 شعاع ناظمي ل (۶) إذن (0) له المعادلة : 
3- 0= +2 3 - + ×4- حیث 0 ثابت حقيقي . 
A4 € )P(‏ إذن : 0= »+(1-3)1-(4)1- 
أي 2 ۰ 
منه : معادلة المستوي (۲) هي : 32+2-0-/3+*4- 
التمرين ‏ 6 
(7) هو مجموعة النقط المعرفة بالتمثيل الوسيطي التالي : 


x=1+t+2m 
m eIR و‎ teIR غ+2-2+3 عد‎ 
2 1 z=1-m 
0 0 لتكن النقطة (2:1-: ۸)1 و الشعاعین‎ 
-1 0 


1- بين أن (۴) هو مستوي للمعلم (۷ ;1ا ;4) 
2 - أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (5) 


الحل - 6 
1 - من أجل 0= و 0=" نحصل على 


منه النقطة (2:1-:1)ھ تنتمي إلى (2) 
لتكن (2 : :»)8 نقطة من الفضاء . 


و ا x-1=1‏ 
A8 =1‏ يكافئ 3+2-3 


2-10 
2ع 
یکافئ 2 
21 
منه : (8)2;1;1 
من أجل .20 و 1 جم تحصبل#على کو 
2+3=1-= 
2-1-0-1 
منه النقطة (1 :1 : 8)2 تنتمي إلى (5) 
لتكن (2 ; ٥)»:‏ نقطة من الفضاء . 
بت 2 
٦ھ‏ بکافئ 2-0 +ئ 
1--2-1 
و 
یکافئ 2 
2-0 
منه : (2:0-: 0)3 
من أجل 7-1 و 4-10 تحضل على ےا 
2--2+0--و 
2-1-1-0 


منه : (2:0-: ٥)3‏ تنتمي إلى (2) 


اا 2 
AB} 3‏ و 0 ACÎ‏ 
0 1ڈ 
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بما أن 0/3 2/12 فإن ھ ٠ 8 ٠‏ © ليست على استقامة واحدة 
خلاصة : ۸ » 8 ٠‏ © ليست على استقامة واحدة من نفس المجموعة (۲) 


إذن : (۴) هو المستوي للمعلم (©0 : 48 : 4) أي المعلم ;1 :۸) 


a‏ نے 
2 لیکن | ط |9۷ 
0٥‏ 
WLAB‏ يكفى ‏ 38-0+ج 
2a-c=0 WLAC‏ 
من أجل 2-3 نحصل على 3+3b=0‏ 
6-0 
أ b=-1‏ 
07" 6=¢ 
نتیجة : 1۔ | ٥٢‏ شعاع ناطمي للمستوي (2) 
6 


منه (2) له المعادلة 0 -0 +2 6+ -× 3 حيث » ثابت حقيقي 
)P(‏ عه بإذن: 0= +(6)1+(2)-(3)1 
أي 11-=ي 
منه : (۴) له المعادلة 11-0 2ع 6+ ہر3 
تحقيق : 21 +++1-يعر 
ےا 
2-1-0 


إذن : 11--۶6-6+)2-3+و 6 ٘+ء 6-11-3+3+ہ-×ر3 
=3t+6m-3t-6m+11-11‏ 
0= 
التمزين 7 
أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (۴) الذي يشمل النقطة (2;3-;۸)1 و 7 › 7 شعاعي توجيه له . 


1 0 
٤ 0‏ از اشاس لوحا ستين جد 
0 


یا 
1 


0 
a‏ 
ليكن 1 شعاع ناظمي للمستوي (۲) 
Cc‏ 


چ ج 
کا يكافئ 
b=0 TIF‏ 


0 
منه : | شع سید )0(0 
6 


0 
لیکن 21ج إنْن 2 شعاع ناظمي ل (8) 
1 


منه : (2) له المعادلة 0 - ين + 2 حیث 0 ثابت حقيقي . 
(ك) عم إنن.:- 0-+3 
منه ‏ 3--0 
نتيجة : (0) له المعادلة 2-3-0 
التمرين ‏ 8 
(0) مجموعة معرفة ب صٍ+¢-x=2×‏ 


08 اح ا ؛) و melR‏ 
z=1-t‏ 


189 


سلسلة هباج 


بين أن (5) هى مستوي يطلب كتابة معادلة ديكارتية له . 


-8 
-3x=-6+3t-3m x=2-t+m‏ 
20 . منه i‏ 
لت ] ےچ ۷ 3 ے32 
منه -3x+y+3z=-6+3t-3m+1+3m+3-3t‏ 
منه -3x+y+32=-2‏ 
منه -3x+y+32+2=0‏ 


نتيجة : (۶) هي جزء من المستوي ذو المعادلة 327+2=0+لر+×3- 
لندرس الآن الحالة العكسية . 
لیکن (0) المستوي ذو المعادلة 0 -2 +2 3+:3+* 3- 


-3 ×+ )153 m) + 3)1-0+2- 0 تاخ ا مناه‎ 
-3XF1+3m+3-3t+2=0 . 
-3 ×> +3 مم‎ -3 ۴6-0 
-3x=-3m+3t-6 
KX =m 02ھ‎ 
x=2-t+m 


E ETÊ EÊ 


نتيجة : (0) هو جزء من (0) 
خلاصة : (0©) (۲) و (02) - (0) إذن : (0) -(5) 
أي (5) هو المستوي ذو المعادلة 2-0 +2 3+3+* 3- 
التمرین س 
(۲) مستوي معادلته ‏ 22+5=0-ر+×2 
1 - عین ا شعاع ناظمي للمستوي (00) 


2 
2 - بین أن الشعاع | 0 |7 هو شعاع توجيه للمستوي (0) 
1 


22 
1 1 الا هو شعاع ناظمي ل (0) 
22 
2 2-2-0 = (2)1 -(1)0 + (2)1 > 1.7 
إذن : 0و 7 متعامدان . 
ج 
منه : ۷ 0ئ 
التمرین 10 
أكتب معادلة ديكارتية للمستوي () الذي يشمل النقطة (3:1:2-)۸ و يوازي المستقيمين (00) و (1) 
اللذين تمثيلاهما الوسيطيين هما على الترتيب : 
x=2+k x=1+t‏ 
y=2-t‏ و [+5۔ے و + حيث kelR gy teIR‏ 
z=4+k 8-7‏ 


1 1 
1 27 شعاع توجيه للمستقيم (0) و 0 شعاع توجيه المستقیم (1) 
1 1 


a 
)7( ليكن 30 شعاع ناظمي للمستوي‎ 


6 
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a-b+c=0 
a+b+c=0 


b=1+c 
22-0 


ع +1 سط 
ددن 


ترح کد کم ا2ے ها 
منه : e=-1‏ 


1 
نتیجة : 0 هو شعاع ناظمي للمستوي (0). منه (0). له المعادلة 0< 2+0 -× حیث » ثابت حقيقي . 


من أجل 2-1 ٫نحصل‏ على 1-b+ce=0‏ 
1+b+c=0‏ 


-3-2+0-0 : إذن‎ A € ))( 

اويل 5 

منه : (۶) له المعادلة 5-0 +2-2 
التمرين ‏ 11 


(0) و (7) مستقیمان معرفان بالتمثيلين الوسيطيين التاليين على الترتيب : 


x=5+2k 2-2-3‏ 
y=1+t‏ و y=2k‏ حيث م17 te‏ و 118 ع1 
z=-5-k 2=-3+2t‏ 
بین أن يوجد مستوي وحید (8) يشمل (0) و (1) يطلب معادلته الديكارتية 
الحل = 11 


3 2 
8 شعاع توجيه للمستقيم (0) و وا شعاع توجیه المستقیم (7) 
1- 


322 ئن او ۷ ليشا مرتبطين خطيا . 
منه : ((1) و (1) ليسا متوازيان . 
إذن : إما (0) و (1) من نفس المستوي متقاطعان 
أو (0) و (1) من مستويين مختلفين 
نبحث عن تقاطع (0) و (1) : 
E‏ ن 1 


KETE 2k=1+t 
hat 
کہ حي‎ 
82 
2 : منه‎ 
k=0 ×5 _ : انجصل على‎ K =0 أن أجل‎ 
y=0 
00 
حير‎ 2-31(5557  : تحضل على‎ ٤= -1 من أجل‎ 
5-1-1-0 
و‎ 3+ 2-1(2-5 
۸)5 : 0:-5( نتيجة : (0) و (7) يتقاطعان في النقطة‎ 


191 


منه : (0) و (1) ينتميان إلى نفس المستوي الوحید (2) 


البحث عن معادلة (۲) 23 2 
لدينا (5) يشمل النقطة (5-:0: ۸)5 و شعاعي توجيهه | 1 |2 و | 2 |37 


5 2 1 
لیکن 1 b‏ 1 شعاع ناظمي للمستوي (۶) 
cC‏ 
ا یکافی 3a+b+2c0=0‏ 
23+2b-c¢=0 TLV‏ 
من أجل 5-1 دمصسنل على + b+2c-3=0‏ 
(2-0....)1+ع-25 
b+2c-3=0 E‏ 
4-0+ع 46-2 


بالجمع : 1-0+ 58 أي 1/5-=ط 


بالتعويض في (1): 0+2-0- 2 - منه =٤‏ 
1 5 
نتيجة : 0 هو شعاع ناظمي ل (م) أي 0 هو أيضا شعاع ناظمي 
5/5 8 
منه (0) له المعادلة 0 > ٥‏ +2 8 + ر×5 حيث 0 ثابت حقيقي 
A۸ € )P(‏ إذن : 0>-»+(ة5 -(8 +0-(5)5 
اي 15 
خلاصة : المستوي (0) الوحيد الذي يشمل (00) و (1) له المعادلة : 82+15=0+لر-×5 
تحقيق : 161+15 + 52-30-(1+0)+8-3+20+15=10-15t-1-)-24‏ 
20 
+2k)-2k+8(-5-k)+15=25+10k-2k-40-8k +15‏ 5(5 
0 


2 
کر ا ے 
5 ون 
له 


12  نيرمتلا‎ 

(0) مستوي معادلته 2+1=0-ر+×2 و (0) مستوي معادلته 4-0 +22-:33+*- 
1 بين أن المستويين (۲) و (0) متقاطعان 

2 عين شعاع توجيه و نقطة من مستقيم تقاطعهما . 

12  لسحلا‎ 


1- 
1 8 شعاع ناظمي للمستوي )Q(‏ 
2- 


2 
0 شعاع ناظمي للمستوي (5) 
1 ن : کا و ۷ ليسا متوازيان 
منه : المستويان (۶) و (0) ليسا متوازيان فهما إذن متقاطعان . 
2 البحث عن تقاطع (2) و (0©) 
72. 9ئ 
0= 22+4 -ر3+عر۔ہ 
لنبحث عن × و ل بدلالة 2 


A la 

33 | 6+ 7 
ہے‎ zl EIN 
اد‎ 4 2 22+4+3 2-3( 52*7 
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(ik £2 9‏ وہہ 
IZ 7‏ 
نتيجة : تقاطع المستويين (۶) و (0) هو المستقيم ((1) الذي تمثيله الوسيطي : 


2 5د وو مم1 -| 


1/7 

منه : 1 هو شعاع توجيه المستقيم ((1) و (0 : 9/7-: ۸)1/7 هي نقطة منه . 
1 

13  نيرمتلا‎ 

(5) مستوي معادلته 2=0- ر+× و (0) مستوي معادلته 0 2-3-2-1 
عين شعاع توجيه المستقیم (1) حيث (0) ۸ (2) = (0) 

13  لسحلا‎ 

لنبحث عن التمثيل الوسيطي للمستقیم ((1) 


10 , ا 0 
سوا تا 
نتيجة : (10) له التمثيل الوسيطي التالي : 
r}‏ 
1 ا سو حيث 11 € † 
)ےج 


2/3 
منه : 3 هو شعاع توجيه المستقیم (0) 
1 


اق دوا 
لکن النقط )1;1 ;۸(0 + B(1;0;0)‏ ؛ D(0;1;2) + C(1;2;1)‏ 


بين أن النقط ۸ . 8 ٠ © ٠‏ 13 من نفس المستوي ثم عين معادلة ديكارتية له . 
الحل - 14 

لیکن (5) مستوي معادلته 0> 6+2+7 +× حيث ٠ 8 ۰ ٤‏ 7 220 ثوابت حقيقية . 
ٹکون النقط ۸ > 8 + © 13 من نفس فسوی (© إا وفقط إذا كان : 

B(1) + y(1) + A =0‏ + (0)ه 

0= + )0+ )80+ | پیفی 
a(-1) + 8(2) + 3(1) +A =0‏ 2 رکا 
+A =0‏ )2( + )8(1 + )0(0 

من (2) : »-=۸ 

بالتعويض في (3) نحصل على : 0 -.7+2+ ۸+28 
أي :910-77200209 


۰ ,+6+۸ 
ہی250 + O,‏ 
1006 م 0ھ 
B+2y+A=0..‏ 


نطرح (8) من ©) نحصل على : 21-0-0 أي 7-0 
نعوض 7 في (8) و (تا) و )٤(‏ نحصل على : کا 


خلاضة : .2(--<ن + %-=6 + 0= + گتطآیۃ 
إذن : يكفي أن ناخذ 1-= ۸ منه 1= 8= » 
و عليه فإن النقط ۸ ٠‏ 8 © € + (1 تنتمي إلى المستوي (۶) ذو المعادلة 1=0-ر٣+x×‏ 


E 
.AB=1-1+0=0 e 
ایک الف عن اناس / 0 ا‎ 
u.AC=-1+1+0=0 
اج‎ 1 
: منه‎ 
TLAĞ 
(ABC) ا شعاع ناظمي للمستوي‎ ٠ إذن‎ 
. منه : معادلة (480) : 0= ۵ + +× حیث » ثابت حقيقي‎ 
=-1 إذن : 0+1+0-0 منه‎ A € (ABC) 
نتيجة : معادلة (۵0ھ) هي : 1=0-ر+×‎ 
)۸)6( إذن : (1;2 :0)0 تنتمي إلى‎ 0+1-1 =0 
15 = التمرين‎ 
C°)2;2;2) لتكن النقط (1 ;2 ;4)1 ؛ (8)11-61-1 ؛‎ 
)۸8€( بین أن النقط ۸ › 8 › © تعرف مستویا و لیکن‎ 1 
×-3رy+2-4=0 عين تقاطع المستوي (©486) مع المستوي (۲) ذو المعادلة‎ - 2 
15 الحسل س‎ 


ایا ہیں 2| 1+ اعہ 3 اجہ 
$j a AB -6-2| 1‏ |281 0 2-2 امھ منه 0 ACÎ‏ 
1-1- 29 2-1 1 


2ء2 منه 8 و 4€ ليسا متوازيان . 
2 إذن : النقط ۸ ٠٠٥ 8 ٠‏ تعين مستؤيا (۸80) 
لنبحث عن معادلة المستوي (۸۵0) 
8 
لیکن | ت شاع نتن فسوی (ABC)‏ 


۰۸ =0 


RS 
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مق اھ) :1823 تخل ی :0 حة تا 8 


اي 


أي : 


1 1 
1 1 
نتيجة : | 1 |15 شعاع ناظمي للمستوي (©4786) 

3- 
منه : معادلة المستوي 4800) : 0 -©0 +2 3-ل+ × حیث 0 ثابت حقيقي . 
(۵۸80)ء A‏ إنن : 0-ه+1+2-3- 


ا 2= 
خلاصة : معادلة المستوي (480) هي 32+2-0-:2+3 
j J X<=3y+2-4=0 5‏ 
2 9898+ سحت عن ترد 1 رز 
.0س دہ 
1 5 71“ 
2-2 > 4 م ج0 ج0 1)9 او ہے 
3 00 بے 
3 و وی ہچ 7-5 a‏ 
نتيجة : المستوي (41800) يتقاطع مع المستوي (7) في المستقيم الذي تمثيله الوسيطي : 


1 
=7 = 
003 


16  نيرمتلا‎ 

(۲) و (0) مستويان معادلاتھما على الترتيب 0 - 2+ 3+« و )ع4۔-+ 1× 

1 عين تمثيلا وسيطيا للمستقيم (0) تقاطع المستويين (۴) و (0) 

2 عين معادلة ديكارتية للمستوي (۸) الذي يشمل النقطة (2 ;1 ;4)1 و العمودي على (0) 


/ - 16 
5 اق اف ال یت aN‏ 
E‏ کر ا 3 
1 1 
48٤1, e‏ 
3 2|1 ةف 
دمو 2 | لاو 
5 1 3112 
2> (4 +2 -ع) 3 1 323-22-4 


7-2 
221 


نتيجة : (0) له التمثيل الوسيطي التالي : 2 +غع = × 
أعد te IR‏ 
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0 
یں 


1- 
e‏ 0 هو شعاع توجيه المستقيم (0) 
1 


31 
ہما أن (8) عمودي على (4) فان 0 هو شعاع ناظمي للمستوي (8) 
1 


منه : (8) له المعادلة 0 >0 +2 + <7- حيث 0 ثابت حقيقي . 


A € )۴(‏ إذن : 0<بن1+2- 
أي a=-1‏ 
نتيجة : معادلة المستوي )R(‏ هي : 2-1-0 +*«- 
لتق 17:2 


٠ )۶(‏ (0) ۰ (8) ثلاث مستويات معادلاتها الديكارتية كما يلي : 
(P)‏ : 2 عو 25+30 


S5y-4z=1 : )0( 

(ھ : 2-1 

بين أن المستويات (۶) ٠ )0( ٠‏ (8) تشترك في نقطة وحيدة يطلب تعيينها . 
الحل ‏ 17 


إذا وجدت نقطة مشتركة بين المستويات (©) ء (0) ٠‏ (8) فإن احداثياتها (2 :لا : *) 


نعوض أعاافي المعادلة (2) ك2 على ٤5017217۷۸‏ 


اي : 5اوہ 
منه = 
نعوض 2 و ل في المعادلة (1) نحصل على : 5-2 1-(3)1+×2 
ای: 4-=×2 
جل 2= 
نتيجة : المستويات (5) ٠ )0( ٠‏ (12) تتقاطع في نقطة وحيدة (1 ;1 ;2-)۸ 


فسر هندسيا جملة المعادلتين : 7-5 1-12 4+6 
6x+9y-18z=8‏ 


إذا اعتبرنا في الفضاء (۴) المستوي ذو المعادلة 127-5=0- 6 + ×4 
و المستوي (0) ذو المعادلة 0= 2-8 18- ل9 + ×6 فإن الجملة ‏ 122-5-ر6 +4 
٤ع‏ 18-پوو+ر6 


det = 5 


3 2 
تعبر عن تقاطع المستويين (۴) و (0) كمايلي : اتا 7 
نتيجة : إما المستوبین (5) و (0) متطابقين أو متوازيين لا يتقاطعان 
ا ا ان 
3 + 5/8- 


فإن المستويين (۴) و (0) ليسا متطابقين فهما إذن متوازيان تماما . (لا يتقاطعان) و عليه فإن الجملة لا تقبل حلولا ٠‏ 
التمرين = 19 


X+y=-1 سب‎ 
® stra : 
4x+4y+z+3=0...... )3( 

نفرض أن المعادلة (1) هي معادلة مستوي (۶) و أن المعادلة (2) هي معادلة مستوي )Q(‏ 2 

1 - أثبت أن (۶) و (0) يتقاطعان في مستقيم (0) يشمل النقطة (0 ;2- ;۸)1 و موجه بالشعاع | 2 إل 
2 - لیکن (8) المستوي ذو المعادلة (3) 
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سلسلة هباج 
تحقق أن (4) و (۸) يتقاطعان في نقطة وحيدة ثم استنتج حلول الجملة (0) 
19-2 
KEY =r‏ 
2x+y+22=‏ 


0- 0ب 
بطرح (1) من (2) نحصل على : 1 +2220 +کر ب27 


0 


أي 20 220وج 
بالتعويض في المعادلة (1) نحصل على : 1-2z+y=-1‏ 
منه و و و عو 
نتيجة : تقاطع المستويين (6) و (0) هو المستقيم (4) ذو التمثيل الوسيطي التالي : 
یر حير 
وی 2ے حيث e٤18‏ ) 
2-1 4 
منه (ة) یشمل النقطة . (0 : 2- : 1)ھ (من أجل 0 >)) و له شعاع توجيه 8 
2 تقاطع (0) و () هي حلول الجملة 2+3=0+ر4+4×x‏ 


1 +2 نر 
2-2 ےپ 
z=t‏ 
منه : 0= 4(-2t+1) + 4(2t—-2)+t+3‏ 
اي : -8t+4+8t-8+t+3=0‏ 
أي : t=1‏ 
منه : 1-1 ا READ‏ 
تا 
2-1 


نتيجة : (0) و (8) يتقاطعان في نقطة وحيدة (1 :0 : 1-)78 
إذن : المستويات (5) ٠ )0( ٠‏ (8) تتقاطع في نقطة وحيدة (1 ;0 : 70-1 منه الجملة (1) تقبل حلا وحيدا هو 
)1;0;1( 
التمرين ‏ 20 
(۲) و (0) مستويين معادلاتهما على الترتيب 0 - 5+ م- 2 و z=0-ر+×3‏ 
بين أن (5) و (0) يتقاطعان وفق مستقيم تمثيله الوسيطي x=t‏ 
tER 572-245‏ 
الحل ‏ 20 es‏ 
2 داد ارہ 
0 سی 220 33+۷ 
بجمع (1) و (2) نحصل على : 0= 5ا2۳ ت573 أي :۳55ر 2-5 
المعادلة (1) تکافئ 5+×2=ر 


ris 2×- +5 =0 8 1‏ 5+ 2 -<و 
منه الج د ازا ا وا ت Lê‏ 
تكافئ > ×) و هو التمثيل الوسيطي لتقاطع 
5 - ل / المستويين (۶) و (0) 
2-5155 
التمرين ‏ 21 te IR‏ 
حل في 1۸ جمل المعادلات التالية ثم فسر النتائج هندسيا 
Sx+3y+42=-1 -2 4x+2y+z=4 -1‏ 
2x+3y+z=-1 4x-2y+2=-2‏ 
x+y+z=1 45-۲ = 5‏ 
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سلسلة هباج 
ہے + پ2 +ر4 
(b)‏ 2ے ےع+ 453-2 
(e)‏ 
بجمع (8) و (6) نحصل على : +2٤22‏ یر8 
منه : 2-22 ےر8 
2 
أى : = 
Sg 2‏ 
سج 7 - وش 
بالتعویض في (6) تحصل على : تاج لهو 367 
أي : و > 0,5 -1-2 
أي : 0,5-z=y‏ 
نتيجة : حلول الجملة (1) هي مجموعة غير منتهية من الثلاثيات (2 :لا : ×) حيث 
التفسیر الهندسي : إذا كانت (5) ٠ )©0( ٠‏ (8) ثلاث مستويات معادلاتها على الترتيب 
0> نع جر 2 +عرة ‏ بے 4x-y-0550 f 4x-2y322=0‏ 
فإن المستويات (۴) ٠ )0( ٠‏ (8) تتقاطع في مستقيم تمثيله الوسيطي هو 
او 
x==-=t‏ 
44 
ا حيث ۹1 آ1 ع 1 
2-1 
Sx+3y+42=-1 u. r:‏ 
0 رر اجکی یج 
کو ںہ می یا و 
بطرح (6) من (8) نحصل على : 0 >-3+37 
منه : جع 
بالتعويض في (©) نحصل على : 21+ رخ 
أي : کات 
نتيجة : حلول الجملة (2) هي مجموعة غير منتهية من الثلاثيات (2 : (: *) حيث o‏ 
اکا 
1+ 2 
التفسیر الهندسي : المستویات التي معادلاتها 0۹ے و و ہو و SX‏ ای 200 کو + 3+ رر 
و 1-0 2+ ئ+× تتقاطع في مستقيم تمثيله الوسيطي هو :.)۔-><× 
7-1 حيث 11 e‏ † 
التمرين ‏ 22 کے 
نعتبر في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة (5) ....... 0= 2-128 22+48 23-12 ذات المجھول 2 


1 تحقق أن 8 حل للمعادلة (5) ثم استنتج الحلين الآخرين . 
2 -لتكن ۸ ٠ 8 ٠‏ © نقط لواحقها على الترتيب 4-2-213 ؛ 2+210[3-<5 ؛ 8=» 
8) أحسب طويلة و عمدة 8 
ط) أحسب ہے دا ثم عين طويلة و عمدة له . 
ع) ما هي طبیعة المثلث ۸8€ 
ة) عین ‏ مرجع الجملة ((ا6:|۰) : (اط| :8( |a|);‏ :4({ 
©) عین المجموعة (1) من النقط 11 حیث || 2810 - MB +2 MÊ || = || 314 + MB‏ + 314 || 
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سلسلة هباج 


اللاك 22 
1 من أجل 2-8١‏ : )16 - 48 + 864-96 = 128 - (48)8 + ”)12(8 - )8( 
(8)112-112 = 
: 0= إذن : 8 z=‏ هو حل ل (8) 
الحلول الأخرى : 2-8 | 482-128+ 27-127 
6 +22-42 2-82 
8ع 48 + 2 4 - 
22+32 4۔ 
16-8 
167-8 
0 


نتيجة : الحلول الأخرى للمعادلة () هي حلول المعادلة 0 -22-42+16 في © کما يلي : 
2(ول ز 4) = (3)16 - = (4060- ۶16ھ 
۴ كسك =2 
ا 1 


نتيجة : حلول المغادلة (8) .هي (:8:2-21:3:2+213) 
6-2 3ل زوے ددج مله ١‏ ا4 دمل -4+12لت lal‏ 


او 
تك =0 إذن : 1 - > =0 
لتكن (4:8)8 = 6 إذن ج3 5 


(b‏ طحة دو 


-3+i3 -ة3-‎ 13 


للسسلة هباج 


لتكن (٩)عإA‏ = » إذن : 1/2- = cos a‏ 
ہے حي sin‏ 


2r 


منه : کے إن 


3 
2202-2 22251213-25-2103 9]4>48ل-74]‎ e 
دتعم‎ la-c|?= |2-21]3-8[|2>|-6-213 |2-36 + 12-8 


|b-c|= |2+2i3-8|2=|-6 +213 | =48‏ = 
منه المثلث ۸8٤٥‏ متقايس الأضلاع.. 

lal 4 "0 
اما‎ > lal = lal = 
ا8 | اءا‎ = 

-_- AFR D ESE نک‎ 

8+4+4 
_ 8-88 +8+813+ 64 
16 
=5 


إذن : احداثيات النقطة 10 هي : (5:0) ہے يپ 

2 - من أجل كل نقطة 14 من المستوي لدينا MA + MB + 21/16 = 4 MD‏ لان 2 هي مرجح الجملة 
((8 : ©) : (4 : 8) : (4 : ۸)) و هي نفسها مرجح الجملة ((2 :0) ;(1 :8): (۸:1)) 
بضرب کل المعاملات في 1/2 
من جهة أخرى الشعاع 7840 2 - M8‏ + .714 مستقل عن النقطة 1/1 لان مجموع المعاملات معدوم . 
إذن : من أجل M1‏ تنطبق على © نحصل على MA + MB - 2 MC = CA + CB  :‏ 


پر ا ےر | رر ا رر ا ا ا ات جک روک روہ 
نتيجة : || MA + MB + 2 MC || > || MA + MB - 2 MC‏ || يكافئ || MDI| = || CA + CB‏ 4 || 
E‏ ج 
يكافئ ۳۷ 
يكافئ la-c+b-e|‏ له = MD‏ 


MD = 1 |2-213-8+2 421 3-8| يكافى‎ 
MD = 11-121 يكافئ‎ 


MD -3 يكافئ‎ 

ة : (1) هي الدائرة التي مركزها (0: 5)5 و نصف قطرها 3 

23  نيرمتلا‎ 

لتكن (م,0) مجموعة نقط الفضاء ذات الاحداثيات (3::2:<) حیث 

0 > 2-5( 2 +1)-:4 + < (ص-3) مع 1م وسیط حقيقي . 

1 - بين أن من أجل كل ص من 18 فإن (م5) مستوي 

2 - عين نقطة و شعاع توجيه المستقيم (0) تقاطع (000) و (:5) 

3- بين أن (0) محتواة في كل المستویات (م5) 

الصل - 23 

من أجل كل ص من 18 لدينا : (0 : 0 : 0) + (ص 2 + 4:1 : م- 3) 

إذن : من أجل كل 18 > ص فإن (م8) هو مستوي . 

۵۰ امس‎ 3x+4y-z-5=0 : )©0( معادلة‎ 2 
O)... 2x+14y 32-5-0 : )21( معادلة‎ 


سلسلة هياج 


نظ (ھ معن نح لعج : 22=0+ x‏ 
منه : 2ے چو 
نعوض × في (1) تحصل على : 5-0 ےئ - ر4 + )322 
منه : 5 ئن Ay‏ 
ا ات لت 
اي 2 7 y‏ 


2-2-2 
IS‏ تا + 
با 
)سج کے 
منه : (0) يشمل النقطة (0: 5/4 : ۸)0 و 7 شعاع توجيه له . 


3 لتكن (2 : لا : M)×‏ نقطة من المستقيم رم إنن دآ 


)ےر 
يأجد 118 © 1 حيث 00 
منه : من أجل کل عدد حقيقي. 10 فإِن : 7 
t+ 2(-)01+2 (1-5‏ )4+ نو 2عره - 6ح 5 دع رس 2 + دوج در - 6 
24-5 5-6-2 +7 +24 +6-- 
=7t-7t+2mt-2mt+5-—5‏ 
0= 
إذن : Me (Pn)‏ 
نتيجة : كل نقطة من ((1) هي نقطة من (م©) إذن : (م27) ع (0) 
التمرين ‏ 24 
لتكن النقط (2;2- ;4)3 ؛ (8)6;1;5 ؛ C°)6;-2;-1(‏ 
1 - بین أن المثلث ۸8٤‏ قائم . 
2 لیکن (۴) المستوي ذه. المعادلة 0 3ج +و+× 
بين أن (۶) عمودي على المستقيم (48) و يمر من النقطة ۸ . 3 1 
3 - لیکن (0) المستوي العمودي على (40) و الذي يشمل 4 . أكتب معادلة ديكارتية للمستوي (0) . 
4 عين تمثیلا وسيطيا للمستقيم (0) حيث (4) هو تقاطع المستويين (۲) و (0) 
5 لتكن (1 نقطة احداثياتها (1- ;4 ;0) 
4) بين أن المستقيم (40) عمودي على المستوي (4130) 
ط) أحسب حجم الرباعي الوجوه ۸8107 


6-3 )جه 3 

ےا 1+2 AB‏ منه 3 AB|‏ 
5-2 3 
6-3 امہ کایس 
AC -2+2‏ منه 0 ]عم 
1-2- 3- 


نتيجة : 9-9-0-(30-3+(300+ (303 - © . AB‏ 
إذن : AB‏ 86 متعامدان ٠‏ 
منه : ۸8€ مثلث قائم في ۸ . 1 
2 (8) له المعادلة 0= 7-3+ +× إذن: | 1 |18 هو شعاع ناظمي له : 
3 1 
"0 هو شعاع توجيه المستقیم (۸8) 
3 
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سا ان /3/1-8 ا7خل 7 و كلم متؤازيات + 
منه : المستقيم (48) عمودي على المستوي (6) 
هل (0) ۸€ 3-2+2-3=0 
لان : فعلا ۸ شتمي إلى () 
نتيجة : (۲) يشمل النقطة 4 و عمودي على المستقيم (۸8) 


E 
مستوي عمودي على (40) إذن : 0ت هو شعاع ناظمي له‎ )0( 3 


3- 
منه : (0) له المعادلة 0> +2 3-3 حيث » ثابت حقيقي . 
(©) ء A۸‏ إذن : 0>» +3)0-(303 
أي : دہع" 


منه : معادلة المستوي (0) هي  :‏ 2-3-0 3-3 
أي 1-0 دودير 
E 1) -4‏ 
O)‏ 
بجمع (1) 2و (2): :10< 4 + >2 ای7 × 54-2 
من المعادلة (2) : z=×-[1‏ 


نتیجة : المستقيم (0) تقاطع المستوبین (۲) و (0) له التمثیل الوسيطي التالي : ۴ 
)1- ۷۲۰4 4حیث te IR‏ 
کر ار ہے د 2-6-1 
AD| 6 a AD AFD NES‏ 
وک1 5 0-60 


AD. AB =3 3) + 3(6) + 3(3) =0 (a 
AD . AC = 3(-3)+0(6)- 3(3) =0 
۸5 نتيجة : 48 1 ۸5 و 6ھ‎ 
)486( إذن + له شجاع ناظمي للمسبتوي‎ 
اي : المستقيم ((41) عمودي على المستوي (۵)0ھ)‎ 
۸85€ ط) ہما ان (۸0) عمودي على المستوي (480) فان [۸۵] هو ارتفاع رباعي الوجوہ‎ 


منه : حجم الرباعي ۸۵610 هو : 5م 1 = ۷ حیث 8 هي مساحة القاعدة الممثلة بالمٹلٹ : ۸0 
هذه ۶ -5 لان 480 مثلث قائم في ۸ 
لئيجة : ABxAC‏ × مم } v=‏ 


ABx ACxAD ۴‏ 2 د 


v= !9+9+9×]9+9× +9 ای‎ 

أي 4× 8× وو لپ 1 -پ 

v= اڈ‎ ×3 6 2 

اي 7 (مقدر بوحدة الحجوم) 
التمرین د 25 
کن النقط (3 - :0 ;4)4 + (2:2 ;8)2 ؛ D(0;0;-3) + CG;-3;-1)‏ 
1 - عين معادلة ديكارتية للمستوي (5) المحوري للقطعة [۸8] 


سس يي 2 22 22ر2 111 لا 
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a 


سلسلة هباج 


2 نقبل أن المستويين المحوريين للقطعتين [81] و [100] معرفان بالمعادلتين. 0 - 62-7-:2-103 
و 2222-5-0 +32-337 على الترتيب 
بين أن تقاطع هذه المستويات الثلاثة هو نقطة ٤‏ يطلب احداثياتها 

3 بین أن النقط ۸ ٠ 8 ٠‏ © ء 3آ تقع على سطح كرة مركزها ۴ و يطلب تعيين نصف قطرها . 

الل ے 25 

1 - لتكن ۷ منتصف [48] إذن : تج 0+2 :42( 


2 2 72 
WG :1:-1/2( أي‎ 


05 ار 55 
من جهة آخری: | 2-0 إننت |2 |۸8 
2+3 5 


منه المستوي (۴) يشمل النقطة س و الشعاع AB‏ ناظمي له إذن : 

() له المعادلة 0= +52 + ل 2+ ×2- حیث ٴ٤‏ ثابت حقيقي 

-2)3( + 2)1(+5)-1/2(+ إذن : “مو‎ w € )P( 

منه : کا 4+ ة دن 
2 
نتيجة : () له المعادلة 0= +52 -2x+2 y+‏ 
آي 10221350 4x-4‏ 

2 - إذا وجدت نقطة 8 مشتركة بین المستويات الثلاثة فإن احداثياتها (2 : ۷ز : ×) هي حل للجملة : 


4x4 y~ 102-13 =0... (1) 
2-1037-6 2-7 0 ...... (2) 
3-337+22-5-6 0) 


نبحث عن × و ل بدلالة 2 في المعادلتین (1) و (2) كما يلي : 
= = 4 24 
32 40+8 ان يز det‏ 


1-4 1091903 ا صا مت‎ Es 
| 33 242+ 28-100 2- 130( = << 76 2-102( 


27 6۔ 32210 
4 103 02 


لے 0و سج اك 
(42+2) جد - (28 +242 + 202-26 )33 | و لك وا مسا 


مسود+(خ)د-وچ)د۔(زناد (ہا): 


1533 5743 
ای : =5 =+ ج کک 
ي 0سر ہت 
٣‏ 80-3-13 51+3+16 
0 16 1 
8 16ء 
أي ےی ت ي 
ED‏ 
ن حو ري 1 53 لی ار 
بالتعويض في عبارتي × و ل نحصل على : کے ا ا ا و پا 
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نتیجة : المستویات الثلاثة تتقاطع في نقطة وحيدة ۔(21/2: 0: 2)2 
4ه ) 


59 2 
AE 22 5‏ امن 1 تھ 
1+3 5/2 
1 8 
2-27 0 
BE| 0-2‏ ا 2- | BE‏ 
مك 5/2 
لر 2 
#3 1 
ور CE‏ مقه 1 CE‏ 
1+ غی 12 
0 2 
00١‏ 5 
DE| 0-0‏ ميد 0 DE|‏ 
3+ ۔ 2 


9 
1_436 لكلا‎ 
GE a 7 7 
DE > EE 
عه - عم‎ - CE = DE = لكلا‎ 25 


إذن : النقط ۸ ٠ ٥٠ 8 ٠‏ 0 تنتمي إلى سطح الكرة التي مركزها (1/2-: 0 ;8)2 و نصف قطرها 2 


26  نيرمتلا‎ 

(2:0-: 8)1 نقطة من الفضاء و (۴) المستوي ذوالمعادلة : 32+4=0-ر+×. 
اختر الجواب الصحيح في كل سؤال من الأسئلة التالية : 

1 - التمثيل الوسيطي للمستقيم (0) الذي يشمل 8 و یعامد (۶) هو : 


x=1+t 

a) ھا‎ 
3ےج‎ 
x=1+t 

چا 0 


2-31 


x=2+t 
b)iy=-1+t 


2-1-4) 


×2 2+٤۷ 
d) y=-1+t 


6 3ے 


2 - 11 هي نقطة تقاطع (۶) و (0) . هل احداثیات 11 هي : 


a) (4;0;0) 
¢) (7/9; -2/3 :1/3( 


(3/5-; 9/5- ; 6/5) (ط 
d) (8/11 ; -25/11 ; 9/11)‏ 


3 بعد النقطة 8 عن المستوي (0) هو : 


05 


3 


ےت 
ı1‏ 


3 
کڪ( 
11( 11 


4 - لیکن (5) سطح الكرة التي مركزها 8 و نصف قطرها 3 
هل تقاطع السطح (5) مع المستوي (0) هو : 


4) النقطة (0 ;5- ; ۸)1 
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ط) الدائرة ذات المركز 11 و نصف القطر 2 
ع) الدائرة ذات المرکز 8 و نصف القطر 2 


) الدائرة ذات المركز ۳ بص0ك7-_ 
الحل - 26 
1 
7 1 هو شعاع ناظمي للمستوي (۶) إذن : هو شعاع توجيه المستقيم (10) 
3- 
منه : (ا) له التمثيل الوسيطي التالي : 1-k‏ ¥ 
k‏ ا حیث k e1۸‏ 
أي : ZU IK x=1+k‏ 
ےا 
1 3- >2 
نضع k=)+1‏ منه : k+1=t+2‏ 
اح حيث 12 © ) 
-3k=-3-3‏ 
نتيجة : x=t+2‏ 
3-4-1 
غ+3-3--2 
إذن : الجواب الصحيح هو وع 
میں 
1)1 3ےج 
2 لتكن 11 نقطة تقاطع (©) و (0) 
إذن : 1+6-30-3-30+4-0-+2 
أي 1+2t+9+9t+4=0‏ 
أي 11t=-14‏ 
أي 1-2-14/11 
5 8ے گار وے 
کت کے کہ تج 
 14- -5‏ وف 
تج ساےن 
و 420 
رت اھ نت 
ورس 2 
نتيجة : الجواب الصحيح هو (25/11:9/11۔:8/11) d(‏ 
3 لتكن © مسافة النقطة 5 عن المستوي (0) 
و 1222005000901 و 
6-77 


نتيجة : الجواب ا کے رن 
الجواب الصحيح هو ۴1ھ 


4 بتعويض احداثیات ۸ في معادلة المستوي (۶) نحصل على : 
4+4-0--4 + 1-5 لزن : (0)ءعھ 


0 0-0 
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نتيجة : (0) ۸ (5) > ۸ منه الجواب الصحیح هو :8) : النقطة' (0: 5 - ;۸)1 


نے 20 
من جهة أخرى : A‏ أي 20 منه : 3= 0+9+0 =8 إنن : (6 € A‏ 


المحور 1 : 
المحور 2 : 


المخور 3 : 


المحور 4 : 


المحور 5 : 


کور 
الإستدلال بالتراجع 
10 درطل 
النهايات و الإستمرارية 
حلول تمارين الكتاب المدرسي 
القسمة في ,2 
حلول تمارين الكتاب المدرسي 
حلول لتمارين نماذج للبكلوريا 
الجداء السلمي 
حلول تمارين الكتاب المدرسي 
المستقيمات و المستويات في الفضاء 
حلول تمارين الكتاب المدرسي 


حلول لتمارين نماذج للبكلوريا 


TEL : 0773 2652 81 
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101 
119 
124 
157 
163 
185 


